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Koordinaten nnd Panfct. 

§ 1. Deflaition tod Koordinaten; Farallelkoordlnaten. 

Unter den Koordinaten eines Punktes Ver- 
Btoht man den Beohnnngsregeln unterworfene 
Grössen (Zahlen), welche durch die Lage des 
Punktes (eindentig) bestimmt sind, und durch 
deren "Werte umgekehrt die Lage eines Punk- 
tes (eindentig) bestimmt werden kann. 

Entsprechend ist die Erklärung von Koordinaten 
einer Linie, fläche etc. Wir beschränken uns zunächst 
auf Pnnkte, nnd zwar auf Punkte einer Geraden X. 

Man wähle auf der Geraden einen lasten Punkt 
(vom lat. Origo) als den Nullpunkt oder Anfangs- 
punkt oder Ursprung und eine feste Masseinheit, 
z. B, V, cm, dann bostiniBt jeder Punkt P auf der 
Geraden durch seine Lage eine Zahl, die Masazahl ron 
OP, z. B. (Fig. 1) die Zahl 3. 

Damit umgekehrt eine Zahl, z. B. 3, Einen Fonkt 
auf X bestimme, müssen die beiden entgegengesetzten 
Sichtungen, die von auf X ausstrahlen, unterschieden 
werden als positiv und negativ (Zeichen 4' und — , 
wobei meist der rechte Zweig als positiver gewählt wird) 
und gefordert werden, dass die Zahl, z. B. 3, mit 
einem der beiden Vorzeichen versehen werde; alsdar' 



10 I. Abschnitt. Koordinaten und Funkt, 

beatimmt die Zahl +3 den Fnakt P, die Zahl —S 
den Punkt P' (Fig. 1) [das -{-Zeichen wird meist weg- 
gelassen, das — Zeichen neuerdings dordi einen Strich 
ersetzt, also 3 und 3*]. Diese mit dem Yorzeicben 
bezw. Strich versehene Zahl heiset die Absoisse des 



Flg. I. 
durch sie bestimmten Punktes, sie wird meist mit x 
bezeichnet, die Gerade selbst heisst die Abacissen- 
Ase, auch kurz X-Axe. Man sagt, Punkt F der fig. 1 
hat die Abscisse x = 3, sein s ist 3; oder er wird be- 
stimmt durch die Gleichung x — S^^O, er ist äqui- 
valent dieser Gleichung; Zeioben |, also P|x — 3=0, 
oder kürzer P {3, während z. B. P'{3' bezw. P'{x— 3'=0 
ist. lBtF{a und Q{b, so ist ihre Mitte M{'/,(a-|-b). 

Um die Punkte der Ebene zu bestimmen, geht man 
von zwei sich schneidenden Geraden als Axen aus, 
wählt ihren Schnittpunkt zum Nullpunkt, und be- 
stimmt auf jeder Ase die Punkte auf die eben an- 
gegebene Weise, bei gemeinsamer Längeneinheit. Zum 
Unterschied bezeichnet man die Abscissen auf der zweiten 
Axö mit dem allgemeinen Buchstaben y, nennt sie Or- 
d i n a t e II (oder Apphcaten), and unterscheidet die zweite 
Achse selbst als Ordinaten- oder Y-Axe von der 
ersten der Absciseen oder X-Axe. 

Kacb dem Parallelenaxiom bestimmt dann jede 
Abscisse die Parallele zur Ordinatenaxe , welche mau 
durch den za ihr gehörigen Funkt (auf der Abscissen- 
axe) ziehen kann, und jede Ordinate die Parallele znr 
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Abaciaaenaze durch ihren Punkt. Durch AhacisBe 
und Ordinate sind dann beide Parallelen 
beatimmt und damit zugleich die Lage ihrea 
Schnittpunktes (Fig. 2). Da nmgekehrt jeder 
Fankt P der Ebene durch aeine Lage Abscisse und 
Ordinate bestimmt, so sind Abaciese und Ordinate 
Koordinaten des Fuuktea P im Sinne der Defi. 
nition, 

Weil Parallelen swiscben Parallelen gleich aind, 
können Abaciaae und Ordinate des Punktes F anch anf 
den Parallelen zu den Äxen durch F gemessen Verden, 
und dieae Strecken nennt man oft gleichfalla Abaciase ^ 
und Ordinate des Punktes F, ganz beaondera häufig iet 
die Bezeichnung „Ordiaate" für die Parallele zur Y-Axe 
vom F bis an die X-Äxe. 

Ist, wie in der Fig. 2, die Abscisae dea Punktes F 
gleich 3 und die Ordinate gleich 5, ao schreibt man 
F<(3, 5), gelesen: P ist äquivalent x^3, J^5; oder 
schreibt P=(3, 5), sagt F ist der Punkt 3, 5. Stets 
bezieht sich die zaeret genannte Zahl auf die Abaciaae, 
die zuzveit genannte Zahl auf die Ordinate. Wenn 
es sich um beatimmte aber beliebige Werte der Koor- 
dinaten handelt, sagt man oft ganz kurz: Punkt x; 
oder noch kürzer Funkt x. Die Funkte P, und P„ 
|(3, 5) und (3', 5') sind entgegen geaetzte, ebenao 
F,{(3' 5) niidP,{(3, 6'). — Der Anfangspunkt hat 
die Koordinaten 0,0, daher heiaat er Nullpunkt des 
Systems, das die Äsen bestimmen. Der Winkel 
swischen den positiven Zweigen (Hälften) der Axen 
heiaat Koordinatenwinkel, nnd zwar denkt man 
ihn dadurch erzeugt, dasa sich der poBitive Zweig der 
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tJa erste bezeichneten Axs am entgegengeaetzt dem 
Sinne d^ TTlirzaigers dreht, bis er mit dem poeitiTen 
Zweig der zweiten Äxe znsammeniallt ; diese Art der 
Drehung (entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers) 
beisst positive. Der Eoordinatenwinkel wird mit w 
bezeichnet; ist W nngleicb (Zeichen der Ungleich- 




Flg. a. 

heit:^7^) 90*, so beisst das System ein schiefes, ist 
w:=90', so beisst es rechtwinklig oder ortbogo- 
ns!. Man beschränkt w auf spitze oder rechte Winkel, 
d. b. 90" nimmt man als Masimnm für w. 

Meist zeichnet man die erste Äxe horizontal, und 
setzt als positiven Zweig -|-X den von nach rechts 
gehenden fest. Der positive Zweig +Y wird meist 
nach oben gerichtet, links vom Strahl +X. Ist das 
System rechtwinklig nnd X horizontal, so ist Y vertikal. 
Diese Festsetzung ist aber keineswegs bindend, an and 



§ 3. Polarkoordinaten. 13 

für ücb ist das Axensystem betreffs seiner Lage ia der 
Ebene keiner BesubrSnkang unterworfen. 

Die Azen teilen die Ebene in 4 Teile, bei reobt- 
wioldigein System sind die Teile gleich, also Quadranten, 
der Teil zwischen ~i'^ i^^d -|-Y ist No. I, zwiscben 
+ Y und — X ist ü, zwiaohen — X und — Y liegt 
III, zwischen — Y und +X: IV. Für alle Punkt« 
in I sind x und 7 grosser als (2ieiohen fftr grösser >, 
für kleiner <] , fQr alle in 11 ist x < o, y > o ; in III 
iatx<0; y<o; inrViBtx>o, y<o. Nach dem 
sogenannten Drobisch'soben Prinzip der Umkehrbar- 
keit eindeutiger Zuordnungen (das aber schon früher 
TonMöbiuB aufgestellt ist) sind diese Sätze umkehrbar. 

Die hier zur Ortsbestimmung verwandten Koor- 
dinaten heissen Farallelkoordinaten, Bach nach 
Desoartes (Oartesins), der 1637 in gLa gtometrie* das 
erste Werk Qber analytische Geometrie verSffentHcbte, 
Cartesianisob. Uebrigens kannten schon die Hel- 
lenen die Methoden der analytjsoben Geometrie und 
Fermat hat unabhängig von Descartes und mit weit 
grösserer Klariieit sich ihrer bedient. 

g 2. PoUrkoordioaten. 
Durch einen Pnnkt 0, den Nullpunkt oder Pol 
(griecbisoh, so Tiel wie Drehpunkt), zieht man einen 
Strahl OA (Fig. 3), die Folsraxe (auch Axe schlecht- 
weg); dann bestimmt irgend ein Punkt P durch seine 
Lage die Länge von OP und den Winkel AOP zwischen 
der Axe OA und OP. Dieser Winkel wird als durch 
Drehung im poütiren Sinne (cf. § 1), durch positive 
Drehung, erzeugt betrachtet, und dieser Sinn wird, 



14 I. Abecbnitt. Koordinaten und Funkt. 

wena nichts besonderes featgesetzt ist, stets Torans- 
gesetzt, so dass z. B, AOP nndFOA zaeammen 4 Beohte 
siad. Läast man, wie meiBtens, zd, dass der sich 
drehende Strahl die Ebene beliehig oft bedeckt,. so iat 
Winkel AOP darch die Lage von P nur bis auf be- 
liebige Vielfache von 4 Rechten bestimmt. Der Strahl 
OP heisat Leitatrahl oder radias vector, auch 
bloss radiuB oder bloss veotor des PnnkteB P, und ebeuBO 




wird die absolute Länge von OP genannt und meist 
mit r bezeichnet. Der Winkel AOP wird nioht 
in Grad-, sondern in Bogenmass gemessen. 

[Erklärung von Bogenmaea: DaderWinkel 
sich zur Ebene verhält, vie jeder Bogen zwischen seinen 
Schenkeln, dessen Centrum im Sofaeitel liegt (Centri- 
winkel), znm YoUkreis, so hat man die Proportion 
.;?= = ■= — , wo « die Zahl der Grade des Winkeli, 
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1 den Bogen, r den lUdinB, n die Lndolph'aoh« Zahl 
bedeuten: also l/r=9in/180.1lr wird als arcua if (ab- 
gekürzt arc If) bezeichnet und giebt das BogenmuKS des 
Winkels. Man geht aJso vom Gradmass zum Bogen- 
mau (besaer absoluten Maes) des Winkels über, 
wenn man die Gradzahl mit n/180 multipliziert, umge- 
kehrt vom abBoIuten zum Gradmass, indem mau mit 

— multipliziert. Dabei ist für jede Minute '/.o'i fär 

jede Sekunde -^ — ^^ zu setzen , so dass also ein 

Winkel von 20' 11' und 3" die Gradzahl y = 20+gQ 

+ ^ .- hat, dem rechten Winkel entspricht im Bogen- 

masa ^, dem flachen Winkel n- — ] 

Der in Bogenmasa gemessene Winkel AOF wird 
meist mit# bezeichnet and heisst Phaee, Amplitude 
oder Bichtungsbogen des Punktes P. Die letzt- 
genannte Bezeichnnng rührt davon her, dasa, wenn man 

1 vn 
in der Proportion — = — rr: für r die Längeneinheit 

wählt (in der Fig. 3 der Centimeter), arc ^ die Mass- 
zahl des zum Centriwinkel ^on gi" gehörigen Bogens 
im Kreise mit dem Radius 1 ist, und daher mit diesem 
Bogen identifiziert wird. 

Hier ist sofort klar, dass, wie der Pnnkt r und <) 

— letzteres abgesehen von Vielfachen von 2 n — be- 
stimmt, ao umgekehrt r und & den Punkt bestimmen, 
sie sind daher nach Definition in § 1 Koordinaten und 
heissen: Polarkoordinaten. <^~ 
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Dft Koordinaten und Punkt sich gegeaeeitig be- 
stimmen, 10 mBBsen die Parallel- and Folar-Koordin&ten 
desselben Punktes sich gegenseitig bestimmeu. Bei ge- 
meinsamem und wenn -j'^ zugleich die Folaraxe, ist: 

und amgekehrt: 

r = + l'x* + y' + 2 xycOBW, cotgi= — -. f-cotw 

mit der näheren Bestimmiing , dass ein & das Zeichen 
von j hat , so dass , wenn y > für ^ (abgesehen von 
Vielfachen von 2 ») nur der Bogen < a , und wenn 
y < für d nur der Bogen > n genommen werden darf 
Biese Feetsetzung deckt sich mit der, daas & der Winkel 
sein soll, der entsteht, wenn man OÄ im entgegen- 
gesetzten Sinne des tThraeigers sich so lange 
drehen ISsst, bis es mit OF sosammen fällt. 
Ist w = 90', so ist: 
1») x = rcos*, y = rsinjp, r = -(-yx'+y% ig<p = jfx^ 

§ 3. Pukte. 
Sieben ein Parallelkoordinatensystem, Axenwinkel 
w (Fig. 4). Sei A ün Ponkt mit den Koordinaten 
X, und y,, oder kurz sei Ä der Punkt (x,, y,), in- ' 
dem man eine symbolische Gleichung ansetzt: Punkt A ' 
|(x,, y,), gelesen A äquivalent (x,, y,), was nichts anderes ' 
heissen soll, ab dass der Punkt A und die Werte x, y, ' 
der Koordinaten sich gegenseitig bestimmen. Sei B 
{(x,, y,) ein zweiter Punkt, dann ist sofort der Abstand 
d der Punkte A und B, die Streckenlänge AB, gegeben, , 

I 



§ 3. Punkte. 
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sowie der Winkel a, nm welchen man den durch A zu 
-|-X gezogenen Parallel Btrabl (pouüv) drehen muss, 
damit er in die Lage A B komme. Da ist dann 

2) d'=(x,-jJ'+(y,-y,)'+2;x.-xJ(y.-yJco8W) 

so ist: 




Flg i. 



Für den Inhalt J des Dreiecks OAB ergiebt sich 
2'') J= + V,Binw(i,y, — x,r,)» denn zieht man die Hilfs- 
linie OM {Fig. 5), 80 ist 2^AMB = Parallelogramm 
AMBP; 2A0MB=-- Parallelogramm M B G H ; 
2A0M A = Parallelogcamra KMAL, mithin 2J = 
OGFL — OHMK;2J=x,y,8inw — s,y,Biiiw. 

Sei M{{f/<j) die Mitte voo AB, dann ist nach 
dem Sata von der Mittellinie im Faralleltrapez : 



3)ä= 



(•,+'^)i 



r(r,+y,)- 



Simon, AaalytUohe G«omeula dsr Ebsne. 
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Die Oleichnng 3 gilt, wie alle biaherigen, allge- 
mein, d. h, welche "Werte anch x und y haben, bezw, 
in welohen Teilen der Ebene die Funkte A und B 
liegen mögen. — Ist S = 0, so liegt M auf derT-Axe; 
ist ij^O, so liegt M auf der X-Axe, sind | und ti 
beide 0, eo fäUt M auf 0. Sei z. B. ÄBCD ein 
Parallelogramm, die Aufeinanderfolge ao, daaa man beim 




riB 6. 



Umgang von A nacb B, B nach C etc. stets das Feld 
der Figur zur Linken hat. Wählt man die Axen so, 
dasB +X parallel AB und +Y parallel AD, und 
seien die Koordinaten der Ecken x, y, etc., so ist die 

Mitte M von AcIIy (^.+^.) -2-(y,+yi)) "i^ '^io 
Mitte N von B D ist {(-^ (x, + x,) | -^ (?. +7,))- Ea 
ist aber x, = s,; x, = x ; y, = y,; y. — y„ somit M = N 



§ 3. Fankte. 
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(^ Zeichen Rtr: identiBch), d. h. die Diagooalen 
dee ParalIel<^rBmins halbieren lich gegenseitig. 

Ist P (Fig. 4) irgend ein Pankt auf AB zwischen 
A nnd B, nnd teilt P die Strecke AB im Yerfaältnia 




Fig. 4. 



.1:1, d. h. BO dass AP;BP = ,t, bd ergeben die Sätze 
vom Trapez, bezw. ergiebt die Aehnlicbkeit der Drei- 
ecke APQ uad ^BC, seine Koordinaten 

Sei z. B. ABC ein Dreieck. Die Mitten A, ; 
B,; C,; der Seiten BG, CA, AB sind dann resp. 

Xb+Xo 



Die Punkte, welche AA,; BB,; CC, Ton den Ecken 
aus im Verhältnis 2 : l teilen, seien S, ; S, ; S„ dann ist : 

a fN + 'b + Xe. ya + ?b + ye'l 



^){Ms, 
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also S, =8, = S„ d. h. die 3 Mittellinien des Dreiecks 
schneiden sich in einem Funkte nnd im Verhältnis 2: 1. 
Teilt Q{(f'|7') die Strecke AB ausserhalb im 
Verhältnis^, d.h. so, dass absolut genommen A Q : B Q 
= ft:l ist, so ergiebt sich 

■' 1 — ft ' ' 1 — ft 

lat/t = JL, so bilden die Punkte ABPQ ein har- 
monisches Punktsystem, geschrieben [AB, PQ]. 
A und B bilden das eine Paar, P und Q das andere 
Paar konjugierter Punkte. Ehmiuiert man A zwischeo 
den Gleichungen für j und f bezw. fttr i^ und ij, so er- 
hsit man 

(y.+y.)(^+'7) = 2(y,y,+i^)- 

Weiaa man, daes ABPQ auf derselben Gteraden 
liegen, so ist jede der beiden Kelationen 4) die nötige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass die 4 Punkte 
ein harmonisches System bilden, d. h. dass P die Strecke 
AB innerhalb im selben Yerbältnis teilt wie Q ausser- 
halb. Man sagt auch A und B sind durch P und Q 
harmonisch getrennt und beweist mittelst der 
einfachsten Satze ans der Lehre von den Proportionen, 
dass dann anch P und Q durch A und B harmonisch 
getrennt sind. — 

Die Strecken AP und BP sind eutgegeugesetzt 
gerichtet, AQ und BQ dagegen gleichgerichtet j um 
diesen Unterschied zu kennzeichnen, wollen vir sagen, 
P teile die Strecke AB im Verhältnis —Ji:l, d. h. 
wir wollen als TeUungs Verhältnis auch negative (ge- 
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striobeoe) Zahlen zulassen, and wissen, dasB diese 
nur Fankten innerhalb AB zukommen, alsdann ist 

^ (( ^'r_ /* - ^'i"L /' )' ^- ^- ^'* I'o'mal 3» oder 31» gilt 
allgemein für jeden Wert des ^ (oder ft), und es ent- 
apricht nicht nur jedem Funkt auf AB ein bestimmter 
Wert des Jl, sondern auch umgekehrt, jedem Wert des 
/l ein bestimmter Funkt auf AB. Eliminiert man also 
H in Z*'), so erhält man 

als nötige und hinreichende Bedingung darUr, dass F 
in die Gerade AB fällt, und man sieht, daas die die 
Lage von B beschränkende Bedingung: auf der Gei^den 
AB zu liegen, sich nmaetzt in die Gleichung 6 zwischen 
den Koordinaten | und ij von F, welche ebenfalls die 
freie Veränderlichkeit einschränkt^ da nach Wahl z. B. 
von i dorcb 5) der Wert der Koordinate 17 bestimmt 
ist. Man sieht leicht ein, dass 5) nichts anders ans- 
aagt, nie die charakteristische Eigenschaft der Geraden 
in allen ihren Teilen gleiche Richtung zn haben. 

§ 4. Defliiitioii der Knrvenglelchnng und der Koor- 
dinaten- oder Analftlschen-Geometrie. 
Kurve bedeutet eigentlich : krumme Linie , im 
Gegensatz zur Geraden, aber man braucht es gleich- 
bedeutend mit Linie, indem man die Gerade als Grenz- 
fall der krummen Linien, als Linie mit der Krümmung 
ansieht. Die Kurven , welche die Geometrie be- 
" trachtet, sind fast ausschliesslich sogenannte geometrische 
Orte, d. h. Inbegriffe (Komplexe, Gesamtheiten, Mannig- 
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faltigkeiten) aller Punkte, denen eine beHtimmte Eigen- 
schaft zukommt (propriettu specifica nach Fermat). 
Z. B. ist die Mittelsenkrechte (oder Symmetrieaxe) der 
Ort der Funkte , welche von 2 gegebenen Punkten 
gleichen Abstand haben, der Kreis der Ort der Punkte, 
welche vom Centram den Abstand des Baditta haben. 
Diese spezifische Eigen acbaft kann nach durch die 
Mechanik gegeben werden , z. B. der Inbegriff aller 
Lagen (Orte) des Schwerpanktes eines Geschosses oder 
die Bahn eines Punktes eines rollenden Bades, die 
Kraftlinien eines magnetischen Feldes etc. Die be- 
stimmende Eigenschaft erzeugt die Kurre [wieder] und 
giebt damit die Koordinaten ihrer Punkte, sie be- 
schränkt, heisst dies, die Yer&nderlicfakeit eines Punktes, 
der an und für sich in der ganzen Ebene liegen kann, 
auf die bestimmte Kurve, und damit die Yeränderlich- 
keit der Koordinaten aaf die jener Punkte. Eise solche 
Beschränkung äussert sich aber (man vergleiche die 
Gleichung 5 am SchluBs des vorigen Paragraphen) in 
Form einer Gleichung zwischen den Koordinaten, wie 
f%S)=0; vCr, *) = 0, welcher die Koordinaten aller 
Punkte der Kurve genügen. Die Zeichen f, ^ und 
ähnliche, z. B. F, ^ etc. heiasen Punktione- oder 
Abhängigkaitszeichen, sie sagen uns, dass zwi- 
schen X und j, bezw. r und & eine Gleichung beetebt, 
welche diese Grossen gegenseitig bindet, d, h. die 
Aendernng der einen an die der anderen bindet. 

"Wegen der Aequivalenz zwischen einem Punkt und 
seinen Koordinaten liegen umgekehrt die Funkte, deren 
Koordinaten dieser Gleichung genügen, wieder anf der 
Kurve, Die bestimmende Eigenschaft der Kurve nnd 
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damit diese selbst lässt Bich also ia eine Gleichung 
zwischen den Koordinaten amaetzen , nnd umgekehrt 
dieae Gleichung wieder in jene Kurve, in deraelben 
Weise wie wir ein Tonatück in Koten und die Noten 
wieder in das Tonatück umsetzen. Das Wesen der 
analytischen Geometrie (oder Koordinateogeo- 
metrie) besteht also darin: Die Gesetzmässig- 
keit geometrischer Gebilde in Gleichaogen 
zwischen den Koordinaten umzusetzen, mit 
diesen nach den Regeln der Algebra zu 
rechnen und die gefundenen Besultate geo- 
metriach zu deuten. 

Wie also der Punkt äquiralent geaetzt wird einem 
Wertsystera x, y seiner Koordinaten, so wird die Kurve 
äquivalent gesetzt einer Oleiobung f (x, y)^0 zwischen 
den Koordinaten, wobei allerdings noch hervorzuheben 
ist, dass wir Gleichungen von der Form {{x, y)=0 
und of(», y)=0, wo o eine von verschiedene fest- 
gegebene Zahl ist, als identisch ansehen, weil sie durch 
dieselben Wertayeteme von x and y erfüllt werden. 



II, A-bschnitt. 

Die gerade Linie. 

g 5. Die Gerade sei bestimmt 

a) durch 2 Punkte, 

b) durch 1 Punkt und die Richtung, 

In § 3 ergab sich die Gleichung der Geraden, 
welche durch 2 gegebene Punkte A {(x, ly,) und B 
^(x,|y,) geht.' Insofern der Punkt P jeder beliebige 



24 11. Abschnitt. Die gerade Linie. 

Fankt der Geraden sein kann, Dennt raan ihn beweg- 
lichen oder lanfenden Funkt , und hezeichnet ihn 
(genaner seine Koordinaten) mit x|y. Dann ist 

5j y-y.=^ZlZiraer auchl=^ = ?i^^"|. 

Die Qleichung 5 läsat sich umformen: man schafft 
die Nenner weg, streicht auf beiden Seiten x, y, und 
reduziert auf 0; daa giebt 

abgekürzt D = 0. Die Bedeutung dieser Form tritt 

hervor, wenn man die Gleichung mit -^ sin w multipli. 

ziert (w bezeiclinet den Koordinatenwinkel), Man aieht 

dann, dass nach 2'^) -^ Binw(x,fj — ^yi) ^^^ Inbalt 

des Dreiecks OAB ist und -^ D sin w nichts anderes als 

der Inhalt des Dreiecks ABF. Die Gleichung 5* (äqui- 
valent mit 5) sagt also aus , dass wenn P auf der Ge- 
raden AB liegt, der Inhalt des Dreiecks ABF ver- 
schwindet, ist also wieder die TJebersetzung einer 
charakteristischen Eigenschaft der Geraden in die Sprache 
der Algebra. Umgekehrt ist ebenso klar, dass, wenn 
Dreieck APB keinen Flächeninhalt hat, der Funkt F 
in der Geraden AB begt. 

Ist A{(aIo) und B{(o|b), d. h. liegt A in der x- 
Axe und B in der y-A«e, so geht 5) nach leichter TJm- 
formnng über in 
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das ist die BOgeu. Äxeagleichung der Qeraden, oder 
auch AsoDform (der Gieiohang] der Geraden; achalft 
m&a die Nenner fort, so erhält man zb-|-ya^ab, 
und daraus (nach Multiplikation mit §tn w) den be- 
kannten Satz Ton der Gleichheit der Ergänzongs- 
parallelogramme ; und umgekehrt ist 6)> die Ueber- 
aetznng dieses Satzes in die Koordinaten- 8p räche. 

In § 3 ergab sich allgemein ' ' = -;— - 

und für ein rechtwinkliges System war dies tg «. Der 

Quotient-;—; rbeiw. tg« heisst der Bichtungs- 

^ sin(w — a) " " 

faktor der Geraden und werde mit ( bezeichnet. Eine 
Vertanachung von (i, | y,) mit (x, | y,) bewirkt nur eine 
Veränderung TOn a um 2 Rechte, ändert also den Wert 
von I nicht, so wenig wie die Vertauachung von jc,|y, 
mitx, [y,. Durch Einführung von i geht die Gleichnug 
der Geraden über in 

7) y-y,=*(«-^.)- 

Die Gieiohang tga = -Y^7^- bestimmt dann 

die beiden um 2 R. verschiedenen Winket, welche 
die von {x^ \ yj ausgehenden Strahlen der Geraden 7) 
mit +X bilden. 

Der Farallelismus zweier Geraden ist äquivalent 
der Gleichheit ihrer Richtnngsfaktoren. 

Ist (sjy,)^(0|b), so erhält man ans 7 
7») j — rji-h = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung 7* bezeichnet man 
als Form h der Geraden, indem man y — tx — b = L 
setzt. Für die Punkte der Geraden nimmt die For' 
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den Spezialwert an, während fdr jeden Fnnkt P 
/sp|yp), der nic.bt auf der Geraden liegt, der „orts- 
fremd" ist, die Form Lp=yp — rxp — b von Null 
veracbieden ist. 

Die beiden Gleichungen 6 nnd 7» sind dadurch 
aasgezeichnet, dass sie die Gerade nur durch 2 Eon- 
eianten, d. i. fest gegebene Zahlen bestimmen. Durch 
alle Werte von. a und b, auagenommon 0, bezw, von 
T und b, ausgenommen + ao , ist eine nnd nur eine G-e- 
rade bcstimnit; umgekehrt bestimmt jede Gerade, die 
nicht durch den Nullpunkt geht, ein Wertaystem von 
a und b, und jede Gerade mit Ausnahme der Y-Axe 
und ihrer Parallelen ein Werfsystem von i und b. Mit 
der angegebenen Einschränkung sind also a nnd b, 
bezw. I und b Koordinaten der geraden Linie im Sinne 
der Defioition, es sind Linienkoordinaten. 

Die sämtlichen Gleichnngen, welche fSr 
eine Gerade aufgestellt sind, stimmen darin 
überein, dass sie in x und y vom ersten 
Grade sind. Umgekehrt ist jede Gleichung 
vom ersten Grade in x und y: ai-\-ßj — y = 
(abgekürzt: U=0) die Gleichung einer Geraden. Denn 
wenn j-jjO, so kann man U durch y dividieren und 

erhält, wenn man — ^=a und -t=^ setzt: 

d. h. die Gleichung der Geraden, die durch die Funkte 
(a[o) und (ojb) geht. Dividiert man U durch ß, und 
setzt man aj ß^ — i, so erhält man L^=y — ix — b=0, 
d. h. die Gleichung der Geraden, wekhe durch den 
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Funkt (o I b) geht and den Ricbtangsfaktor i hat. Diese 

b 
Gleichung giebt fttr y = 0, ie = = a, woraus die 

Identität der Geraden A=0 und L = hervorgebt. 

Ist in TJ die Grösse j' = 0, so wird durch ß divi- 
diert; ist ß auch gleich 0| so hat man x==0 und dies 
ist die Ol eich nng derY-Axe, wie y^O die Gleichung 
der X-Axe ist. 

Da also jede Oleichnng ersten Grades eine gerade 
Linie darstallt, so ist es gerechtfertigt, die Gleichungen 
ersten Grades lineare zu nennen, da linea ursprünglich 
nur die Gerade bedeutet. So stellt z. B. die Gleichung 
2x — 3y — 1 — die Gerade dar, welche die Strecke 
-^ von +5l und die Strecke -^ von — T ahsohneidet; 

der Richtungsfaktor i ist -^, wird w als 60° ange- 
nommen, so ist = 23' 24' 47". 

Die Gleichung 10s4"4y — 6 =^0, identisch mit 
5x-j-2y — 3 = 0, stellt die Gerade dar, welche die 
Strecke 0,6 von + X und die Strecke 1,5 von +Y ab- 
schneidet, der Bichtungsfaktor t ist — 2,5 d, h. für 
w = 30'' ist o = 47''0'51". 

lBtc = I, 80 ist sin a = sin (w — a), also da w nicht 
gleich 2 Rechten sein kann, a=^vj2 bezw. w/24-180, 
Die Gerade y — x = halbiert also den Koordinaten- 
winkel und seinen Scheitelwinkel. 

Ist 1 = — 1, so ist sin a = — 8in(w — o), also 
a = w/2+90 bezw. w,2-|-270. Die Gerade y-fx = 
halbiert also den Nebenwinkel von w. 

Die Gleichungen y — x — b = und y-f-s — b'=0 
stellen stets zwei Gerade dar, welche den "Winkel- 
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halbierenden des Axeokreuzes parallel sind, also anf- 
einander senkrecht stehen. lat w ^ 90| bo teilen die 
beiden Scharen von Geraden, welche man erhält, wenn 
man b und b' alle möglichen ganzzahltgen AVerte giebt, 
die Ebene in kongruente Quadrate mit der Diagonale 1. 

g 6. Kombination zweier Geraden. 
Die Koordinaten des Schnittpunktes zweier Ge- 
raden TJ, =0 und TJ, = sind durch die Forderung, 
beiden linearen Gleichungen zu genügen, eindeutig be- 
stimmt. Seien z. B. L, =y — i, x — b, =0 und Ij,= 
y — I, X — b, ^0 gegeben, so werden die Koordinaten 
des Schnittpunktea 8{(xB|ys) bestimmt durch die beiden 
Gleichungen 

ys— ^xg— b,=0 



Ks eraiebt sieb: 

x, = — — — und y,: 



S ist also völlig bestimmt, ausser für i,^*,. In 
diesem Falle werden Xg and yg beide unendlich, der 
Funkt B existiert im Endlichen nicht, man sagt seit 
Desargues 1639, S liege im Unendlichen, und 
findet in %^='j die schon bekannte Bedingung für den 
Parallelismus von L, und L, wieder. 

Man nimmt also auf jeder Geraden einen nn eigent- 
lichen Funkt zu ihren Funkten hinzu, den unend- 
lich fernen. Lässt man in der Gleichung y—ix— b=0 
sowohl y als X über jedes Mass waohsen, so nimmt der 
Quotient y„:x^ den Grenzwert i an. Der unendlich 
ferne Punkt ist also der Bichtnng nach völlig bestimmt. 
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und da h ganz versohwindet, so kann man seit. Dea- 
argiies eagen : Parallele haben ihren unendlich 
fernen (uneigeotlicben) Punkt gemeinsam. 

Man lege eine Gerade durch zwei nnendlich ferne 
Punkte, etwa in den Richtungen 'i—~r'h^~T~' d^""» 
können wir setzen y, ^= 5 w, x, ^ 4 w und y, ^= 3 w, 
3t, = 7w, wo w eine über jedes Mass grosse Strecke be- 
zeichnet. Wir erhalten nach 5) j — = ^- und 

darana würde folgen 5/4 = — 2/3, ausser wenn y nnd x 
selbst unendlich, dann kann der Quotient links jeden 
beliebigen Wert, also auch — 2f3, annehmen, d. h. aber; 
Jede Gerade, welche zwei Funkte im Un- 
endlichen verbindet, liegt ganz im TTnend- 
liohen, und wir können ferner annehmen: Alle un- 
endlich fernen Punkte oderEbene liegen in 
Einer Geraden, der unendlich fernen Ge- 

Diese Gerade ist selbst ebenso eine uneigentliche 
Gerade der Ebene, wie jeder ihrer Paukte auf der Ge- 
raden, in deren Kichtung er liegt. Sie hat unzählig 
viele Richtungen, entsprechend der Ännabme der ge- 
wöhnlichen Geometrie, dass sie als Kreis mit unendlich 
grossem Radius um einen Punkt im Endlichen zu 
denken sei. 

Ist b,:b, = i,:i„ so ist j,=0, d. h. S liegt auf 
der S-Axe, ist bj = b,, so liegt 8 auf der Y-Aie, was 
a priori aus der Bedeutung von b klar ist. 

Nächst dem Schnittpunkt interessiert der "Winkel 
9, den L, mit L, einschliesst. Um hier die Zwei- 
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deatigkeit auzuBchlieasen , verateben vir danmter den 
"Wiükel, um welchen man die Oerade Jj, im positiven 
Sinne drehen muas , damit sie in die ßlchtnog von L, 
gelange. Also ist dieser Winkel d gleich a, — «,. Für 
w = 90'' ist tgtf= i'!r^'' -■ Ist i, = r„ 80 ist *=0, 
bezw. 2 ReoLte. Ist 9 — 90", «o ist 1 + », i^=0, nnd 
umgekehrt ist 

8) r,r, + l=0 
für rechtwinklige ICoordlnaten die Bedingung 
dafür, daaa zwei Qeraden anf einander senk- 
reoht stehen. 

Ist w 'jj. 90", BO erhalt man 

ta9= . I r-^ — ■■ ,' " -i — r und darans als BedinirnnK 

H-*,*, + C08w(*, + O *> '^ 

des Senkrechtstebena 

8») l + T,T.+cosw(i, + 0=0. 
2 1 

Beispiele: 1) L, = y ^x ö- = 0. 

L, = y — 2k— 3 = 
Tg^ — 2, 7» = — 1, wie sofort dadurch zu verifizieren 
ist, dasa man diese "Werte für x and y in beide 
Qleichnngon einsetzt, 

2) L. = y-2x + l = 0i L, = y + -^x-l=0, W 
sei 90°, dann iat l + r,r,=0, also *=90°j Xs=0,8, 
y.=0,6. 

Die Gleichung U,= ^ U, + /« U,=0, wo Ji und f, 
beliebige Konatanten sind, ist linear und stellt eine 
Gerade dar, welche durch den Schnittpunkt S der Ge- 
raden U, = nnd TJ,=0 hindurchgeht. 
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Umgekehrt ist jede Gleichung U, = 
äiner Geraden, welche dnrch den Schnitt- 
punkt S der Geraden IT,=0, U,=0 hindurch- 
geht, von der Form ZV,+ftXS, = 0. 

Der einfachste Beweis dieses Satzes, der Methode 
nach, wäre es, in die Gleichung (7) Uj = y — ys — ' 
(x — 18)=0 der Geraden, welche durch S geht, fiir xs 
and fs ihre Werte einzusetzen; man erhSlt dann durch 
etwas Rechnung TJ, = (^,i + «j) Vi~{ß,'+<*,)Vf Man 
sieht aber auch ohne Beohnnng, dass, talls U, und U, 
die Formen verschiedener Geraden sind, jede lineare 
Form Vf—ai + ßy — y sich in die Gestalt A.Xi,-i-ftV^+e 
bringen lässt, wo die Gleichungen a = ^(i, -|-^«, und 
ß = ^ß,-i-f?t ^^ Zahlen Jl und (t bestimmen, und c 
von X und y unabhängig ist. U,=0 stellt eine Gerade 
dar; soll sie durch S hindurchgehen, so muss U^ für 
(xg|7i) gleich sein, d, h. wenn V, und TT, beide gleich 
«in»i, musB 17, = sein, d. h. c=0. 

Man kann die Helation zwischen 3 Geraden, welche 
durch denselben Funkt gehen, auch in die Form bringen; 

sie ist symmetrisch nnd folgt aus der IdentitHt von 
f(i[y}=0 mit cf(x|j) = (Schlnss von § 4). 

Kombiniert man eine Gerade L = y — ix. — b = 
mit einem ortsfremden Funkt F{(Kp[yp) {Fig. 6), so 
interessiert zunächst der Abstand FQ. Es ist FB = 
PC — BC = yp— BC. BC ist =Wp + b, also PB = 
jp — ixp — b^Lp, wo Lp den Wert bedeutet, den die 
Form L für die Werte x = ip und y = yp annimmt. 
Lp ist also der in der Bichtnng von y gemessene Ab> 
stand des Punktes P von der Geraden, wenn er positiv 
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genommen wird, falle er die Richtaag von — y hat, 
und negativ, falls er die Sichtang von -|-f hat ; speziell 
ist L, = — b. 

FäF die absolute Länge von FQ erhalten wir hier 
+ LpBii](a — w). Damit FQ, der Abstand im engern 
Sinne, immer dag Zeichen von Lp habe, setzen wir ihn 
^Lp|sin(w — a)\, wenn wir nach Weierstrass den absolu- 
ten Betrag irgend einer Zablengrösse z mit|z| bezeichnen. 




Flg. 8. 

Die Gleichung der Geraden PQ ist (7 und 8) far 
rechtwinkliges Koordinatensystem : 

10) y-yp^-^C^-^p)- 
Ist w jj. 90°, so ist 

1+CC08W 

y— yp = — ,-|-eo8w "^'~'P^' 
Für die Parallele durch F zu L gilt bei beliebigem 
w die Gleichung 

10'*) y-yp=T(x— ip). 
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§ 7. Die Hegse'gche oder NomiftlforH d«r demdeii. 
Gegeben eiu Parallel- KoordinateDayetem mit dem 
Koordinaten Winkel w (Fig. 7). Sei 0* ein beliebiger 




Punkt, die Mitte von 00' sei M{(i|/*) und OM = p. 
Alsdann ist 0'{(2;i\2/*). 

Sei P{(x|y) ein Punkt, der von und 0' gleichen 
Abstand hat, alsdann ist nach 2) 

(jt— 2^)'+(y— 2m)'+2{i— 2.i)(y— 2/«)ooBW 
= s'+y'+2xyoo8W 
also da: ,l'+ft'+2,l^0O8W = p*, folgt nach Division 
mit 4: 

a) x(^+^cosw)+y{p+4cosw)— p' = 0. 
Da aber ,I:p = Binj9:8inw; /«:p = sina:ainw, femer 
sin/}^Bin(w — a) und sina^=Bin(w — ß), 80 folgt 
Simon, Analytliobe G»ometilB der Ebene. B 
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b) xco«a-|-yooi|} — p=0 und nebenbei; 

c) <)O8(J=008(w — «); coBa = coB(w — ß). 

Da b) linear in x and j, so ist analytisch bewiesen, 
dass derOrt desFnnkteaP eine geradeLinie 
ist, die durch M geht. 

Da mit Benntznng von a) sofort ersichtlich, dass 
OM'+MP'=OP' ist, BO steht MP auf 00' senk- 
recht. Da nun zu jeder Geraden der Oegenpunkt O' 
in Bezug auf konatmiert werden kann, so ist b) die 
Gleichung aller Geraden, wenigstens aller, für die O M 
in I liegt. 

Damit b) fOr alle Geraden gelte, setzen wir fest: 

1) das« et, im positiven Sinne gezählt, gleich oder 
grösser als und kleiner als k sei; 

2) dasB p positiv oder negativ genommen werde, je 
nachdem der Strahl OM selbst Schenkel des Win- 
kels a ist, oder seine Verläogeriing aber 0; 

3) dass ß den Winkel misst, um den man den be- 
weglichen Schenkel von a im positiven Sinne drehen 
muss, damit er auf +Y fäUt 

Danach gilt b) allgemein fUr jedes Parallel- 
koordinatensystem und jede Gerade MP, und 
wir haben in der linken Ssite von b) die Hesae'scbs 
(Qoepel) oder Normalform der Geraden,' wir 
werden sie mit H bezeichnen, so dass also 

11) H=xcoBa+ycoB^— p = 
die aUgemeine Gleichung der geraden Linie ist. Die 
Form H enthält die beiden Richtungsfaktoren cos a 
und cos ß, zwischen denen die Bielationen c) bestehen, 
'■ ab, der p «tets 
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imd dazu noch den Abstand p, sie hängt also nor von 
2 Koiistantea ab, sie gilt auch noch, wenn p — ist. 
Da Ton auf alle Geraden, welche untereinander 
parallel sind, nur Eine senkrecht« Gerade ^eht, so 
haben parallele Gerade gleiche Bichtungsfaktorcn. und 
unterscheiden sich nnr dnrch die verschiedenen Werte 
des p. 

Sind xcoso+ycos(ä — p = und xcosa+ycos/S 
— p'=0 oder kürzer H=0 und H'=0 die Gleichungen 
zweier paralleler Geraden, so misst p, — p den Abstand 
der Parallelen H' von H; derselbe ist positiv oder 
negativ, je nachdem die Richtung eines von 
H'nachH gefällten Loth es derBichtung des 
Strahles OM entgegengesetzt odergleichist. 

Die Gleichung der Parallelen H' kann geschrieben 
werden xcoso+ycosjS — p = d. 

Giebt man hierin d alle Werte von — od bis -\-x> , 
so genügt jeder Pnnitt P{(xp | yp) einer dieser Qleichangen 
und dp = Xp cos a -]- jp cos ^ — p 

misst den Abstand PQ des Punktes P von der Ge- 
raden H, wenn man PQ positiv oder negativ nimmt, 
je nachdem der Strahl PQ dem freien Schenkel des 
Winkels a entgegengesetzt oder gleichgerichtet ist. 

Die Gerade H erscheint hier als der Ort der 
Pnnkte, welche von ihr den Abstand d'^O haben. 

Die Hesse 'sehe Form hat 3 Vorzöge, sie 
gilt 1) für alle Koordinaten Winkel, 2) für 
alle Geraden, 3) giebt sie für jeden orts- 
fremden Funkt durch Einsetzung seiner 
Koordinaten in die Form den Abstand. 
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l>er TJebergang Ton der ftllgemeinen Form TT zur 
flesseachea Form H vollzieht sich folgenderm aasen. 

Sei TJ^=ai+by — y eine beliebige lineare Gleichnngi 
und ^U^H, wo n eine Konstante, so stellen 17=^0 
und H=0 dieselbe Gerade dar (Schlags von g 4), Es 
muas dann^a = coaa, /*b = co8(), /«j-^p sein. Danach 
Gleichung o) oo8^ = C08(w — a), so iat 



'*"" +ya'+b'— 2abcoBw' 
Das Zeichen der Wantel ist durch die Gleichuog 

cos a ^=1(8 bestimmt, da tKo = ■■ ~, so istn, weil 

'^ ' o asinw ' 

< n, völlig bestimmt; und somit auch cos «, lBttga>0, 
so ist auch cosii>0, ^ hat das Zeichen von a, ist 
tga<0, so iat ooaa<0, (t hat daa Zeichen von — a. 
Ist w = 90*, so iat tga = — , die Wurzel hat das 
-{-Zeichen, wenn h und a gleiches Zeichen haben, das 
Minuszeichen im entgegengesetzten Falle. Iat b^O 
und w=90'', so gilt das Zeichen von a. Ist a = 0, so 
ist = 90", jJ=Y;r-|-W. 

Ganz ähnlich vollzieht sich dec Uebergang von der 

Äsenfonn \- -r 1 zur Heaseschen , nur das ^ 

gleich p ist. 

§ 8. Gerade durch denselben Pnnkt, harmonische 
Beziehung. 
Schon in § 6 ergab sich als nötige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass drei Grade 11,^=0; 
U,= 0.; U.= (kürzer: U,; U,; U.) durch denselben 
Funkt 8 gehen, die Belation: o 
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9) 'i,U,+.t,U,+-l,lI.=0, wo die .1 Konstanten; 
Bie sagt auB, daes jede der U verachwindet , wenn die 
beiden anderen TJ zugleich eind. Da allgemeia 
oU=0 wenn c eine Konstante { 11=0 (§ 4 Schiusa), so 
kann man der Relation 9 anch die Form geben : 

12) U,=U, — -lU,. 

Die Gleichnngen der Geraden U, und U, mögen 
in der Normalform gegeben sein d. h. U,E^H,j U,^H„ 
dann ist U,= H| — ^H, die Oleiohung einer Geraden, 
welche dnrch den Schnittpunkt 8 von H, und H, geht. 
Läsat man Ä von — oo bis + ob variieren , so atellt 
H, — ^ H, alle durch S gehenden Geraden dar, sobald 
man festsetzt, dass für ^^=+QoU,{H, sei. Für eine 
bestimmte unter ihnen ist ^ konstant, und da fQr sie 
/i^=H, :H,, so folgt, dass längst der Geraden TJ, auch 
K, ;H,, das ist das Verhältnis der Abstände aller Punkte 
auf Uj von den Geraden H, nnd H,, konstant ist und 
umgekehrt folgt, dass der Ort aller Funkte, deren 
Abstlndevon zwei festen Geraden ein festes 
Verhältnis haben, eine durch 8 gehende Ge- 
rade TJ, = H, — -IH, ist. 

Bezeichnet man die Winkel, welcbe U^ mit H^ und 
H, macht (in Fig. 8 durch die spitzen "Winkel zwischen 

H, und H, gezogen) mit u und v, so ist ■* = +-: 

je nachdem die beiden Abstände H, und H, gleiches 
oder entgegengesetztes Vorzeichen haben, was von der 
Lage des Axenkreuzes abhängt. Innerhalb des Winkels 
(u + v) kehrt dasselbe i für keine zweite Gerade U 
wieder, da i das Zeichen nicht wechselt und die ab- 
soluten Beträge von ß., wenn V sich von H, dnrch den 
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"Winkel (u + v) nach H", dreht, fortwährend wachsen, 
Tcm bis oc. Tritt dagegen die aich drehende (irerade 
in den Hebenwinkelraum , so behält der eine Abstand 
Beine Richtung and der andere wechselt aie d. h. Ä 
wechselt eeia Zeichen, die absoluten Beträge des Jt 
fallen von od big 0. Zu jedem Wert des ^ innerhalb 




(u+v) gehört also t 
Nebenwinkel ran m, ai 



in anderer zugeordneter ^' im 
) dasa ^'+^ = ist. A' ist wieder 
= + ^^. lat U,=H, — >iH„ BO ist TJ, = H:, + ^H, 
sein zugeordneter Strahl bezw. Gerade. 

Man sagt: Die Geraden (Strahlen) H,; H,; "0,; TJ^ 
bilden ein harmonisches Strahlenbiischel, oder 
auch: Die Geraden 3, und H, werden durch IT, und 
r« barmonieoh getrennt. 

Man sieht sofort, dasa U, der zu H,; H,; V^ zn 
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U zugeordnete (koDJagierte) harmonische Strahl jat, 
AuB Uj = H. — ^H„ 1J.= H. + ^H, folgt: 

AH, { V, (TJ. — r.) {/», H, — /*, H, . 
Da allgemeia (nach § i Schlusa) ^TJ = cH, bo 
heiBst dies : 

H,{H, — vH,; H,{H,+ vH. 
d. b. die Geraden TT, und U, werden auch umgekehrt 
durch H, und H, harmonisch getrennt, und man 
sieht, dass allgemein 

U, = 0; U, = 0; U, — AU,; U, + A1J, 
dieO-leichnngen vierharmonisoherGeraden 

sind. 

Sind r und r, die Rieh tun gsfaktoren von U, und 
TJ und * und *, die von U, und U,, so folgt aus 
Elimination von A 

13) (r,+r.) (Ö,+*.) = 2(..r, + *,*.}. 

_ ,- 1 :-.L_ T>__;„i — - — .- A Qeraden nur 

n unter sich 
Seziehung 
bängig, ist 
Laehge^wen, 

Bi Büschel 
Tird da« 
inkten ge- 

[ 

r.,.i.tiL, Google 
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U, = x + ^U,, A ist dann (0|0), AC = a; ist der 
Punkt auf U,, für den y=0, also C{(ajO); 



AP = ^'T'AQ=; 



+ .*' 



f-, sofort 



Warans unter Beracksicbtignng , dass P innerhalb i 

CP~a" CQ" 

AP_-AQ 

CP ~ CQ ■ 

Dabei ist zu beachten, dass wir Strecken wie CP 
und P C als entgegengesetzt gleich ansehen. TJmge- 
kehrt folgt: 

Verbindet man irgend Tier harmoniBche 
Punkte mit einem Punkte 8, so entsteht ein 
harmonisohesBüschel. Zieht man von einem Punkt 
Q auf einen der Strahlen z. B. U^ (Fig. 8) zwei Quer- 
Itnien (Transversalen) durch das Büschel, und ver- 
bindet ihre Schnittpunkte auf den nicht zu V^ zu- 
geordneten Strahlen Aber Kreuz , so schneiden sich 
diese Verbindungslinien auf dem zu V^ konjugierten 
Strahl U,. 

Der Satz ist eine unmittelbare Folge des vorigen 
und der Eindeutigkeit der harmonischen Beziehung. 
Der analytische Beweis giebt aber ein gutes Beispiel, 
welchen Nutzen die freie Verfügbarkeit über das Koor- 
dinatensystem gewährt. 

Sei (Fig. 8) TT, die X-Ase, V, die T-Axe, so dass 
also U, = yi 'U, = s; ir,=y — -?x; U, = y-f .Ix ferner 
Ä{(a|0)! A'{(a'|0}; C{(0|c)i C'{(0|c'). DanniBt(Ge- 
rado AC = ÄC). 
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AO'i- + i-li A'O 4 + --1. 



-1; A'c{i- 



Da JS^ durch deo Schnittpaokt Q von AC und 
A'C bindnrchgeht, so ist U,{AC — /A'C, nnd da 
U^ durch S{(0|0) geht, ao ist y=l. Ebenso ist für 
die Gerade, welche deo Sobnittpunkt S' vonAC und 
A'C mit S rerbindet, deren Form AC — y'A'C ist, 
y'=U und da AC— A' C von AC — A'C {d. h. "DJ 
nur durch das Vorzeichen von y nnterschieden , so ist 

Wird das Viereck 8 A' S' C ala System der 4 Ge- 
raden, welche seine Seiten bilden, anfgefasst, so gehören 
zum vollstäDdigen Vierseit auch die Ecken A 
und C, während SS', AC und A'C die drei Diago- 
nalen sind und man hat den Satz: 

Im vollständigen Vierheit teilen die 
Diagonalen einander harmonisch. 

Der Satz lässt sich auch fast frei von ßechnung 
beweisen mit demselben Gedankengang wie in der ge- 
wöhnlichen Geometrie. 

Es sei ü,; IT,; U, — -lU,; TJ,4-.iU, ein har- 
raonisches System, und IT,; U',; U,— -i'U',; TJ. + ^'U' 
ein zweites, welches mit dem ersten Einen Strahl, hier 
TTj gemeinsam hat. Es ist: 

Tl. — U',=U'«-U. = -l'TJ', — ,IU, 
and da U^^U',, so heisst dies: Die 4 harmoni- 
Bchea Strahlenpaare schneiden sich auf ein 
and derselben Geraden, C.tHi'L 
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U,^U',, BO liegen auch die Schnittpunkte Ton 
TT, nnd TJ'„ TT', and TJ„ U, nnd 0\, TT, TT', (letz- 
teres ^^ TT,) auf Einer Geraden. Dies ist der 
Satz vom vollständigen Yierseit, nnd zwar in der über- 
sichtlichen Fassung: 




Durchjede Ecke eines voll ständigen Vier- 
<itBgehen3Strahlen,diebeidenSeitenand 



Dia 



nale 



Diago 



ale 



ordiiete4.harmoniBcheStrah]istdieGerade, 
welche die Ecke mit dem Schnittpunkt der 

beiden nicht durch diese Ecke gehenden 
Diagonalen verbindet. 

Von diesen 4. harmonischen Strahlen ist in der 
Fig. 8 nur der Strahl SQ gezeichnet. 

Beim ersten Beweis ergiebt sich durch Vergleich 
von TI,{y+.ix und U.{AC— CA' 
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AA'.SC.SC 
•* CC'.SA.SA'" 

Da J. nach § 8 gleich dem (mit bestimmten Yor- 
zeichen versehenen) Verhältnis der Abstände dea Panktes 
Q von U, und U, ist, so ist 

+ ,? = AQ8ma:CQ8inj., 
wo o den Winkel 8AQ und y den Nebenwinkel von 
SCQ bezeichnet. Nach dem SiauBsatz ist sin a: sin 7^ 
SC:8A, 

. , AQ AA'SC , 

somit +-^ = ^^g^, oder 

^'*' SA'.OC'.AQ *■ 

"Wir haben den Satz des Menelaos (98 p. Chr.): 

Werden die 3 Seiten eines Dreiecks von 

einer Geraden (Transversalen) geschnitten, 

BO sind dieProdukte der Wechsolabschnitte 

gleich. 

Geht man von U, aus, so findet man, dass ent- 
weder + oder — J. auch gleich dem Verhältnis der 
Abstände des Punktes? von SA und 8C ist, woraus 
sieb ergiebt : 

AA'.SC'.CP _ 
SA'.CC'.AP" 
Dies Besultat ist auch eine unmittelbare Folge von 
13), wenn man bedenkt, dasa AP:CP= — AQ:OQ irt. 
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Wir haben damit den Satz des Ceva (1699): 

Schneiden sich drei EoktransTerBalen 
einea Dreiecks in einem Punkt, so sind die 
Produkte der Wecb Beiabschnitte einander 
gleich. 

Beide Sätze, Menelaos und Ceva, aind umkehrbar, 
und darin besteht ihre Bedentnog. Also: 

Liegen 3 Punkte auf deu 3 Seiten eines 
Dreiecks so, dass die Produkte der Wechsel- 
abschnitte gleich sind, so liegen dieSFunkte 
in Einer Geraden. 

Liegen 3 Punkte auf den Seiten eines 
DreiecksEo, dass die Produkte der Wechsel- 
abschnitte entgegengesetzt gleich sind, so 
schneiden sich die 3 zugehörigen Ecktrana- 
veraalen in Einem Punkte. 

Man sieht, dass so bald man einen Teilungspunkt 
einer Dreicckseite durch seine harmonischen (in Be- 
zug auf die Ecken) ersetzt, die Gleichungen des Mene- 
laos und Ceva in einander übergehen, es gehören 
also immer 4 Sätze zusammen, als eine Gruppe, 
welche durch Vertauschung eines Punktes, zweier Punkte, 
dreier Punkte, mit ihren harmonischen auseinander 
folgen. 

Es mag auch bemerkt werden, dass der Satz vom 
vollständigen Vierseit eine unmittelbare Folge des 
Menelaos und Ceva ist. Von beiden Sätzen gtebt es 
zahlreiche Anwendungen, so lassen sich z. B. die Sätze 
über die Winkelhalbierenden des Dreiecks, der Satz über 
das Schneiden der 3 Höhen, der 3 Mittelsenkrechten etc. 
ohne Mühe mittelst des Ceva beweisen. Unmittelbar 



§ 9. Die Gleichong des FnnkteB. 45 

klar ist, dasa die 3 Schwer- oder Mittellinien sich ia 
einem Punkte schneiden, Ebenao lenchtet der Satz 
ein: Die Linien, welche die Ecken eines Drei- 
ecks mit den Berührangspunkten dealnkreises 
verbinden, schneiden sich im selben Funkt. 

Dean die Taogenten von einem Punkt an einen 
KretB sind gleich. Ans diesem Satz folgt sofort, indem 
man alle 3 Berührungspunkte durch ihre harmonischen 
Punkte ersetzt, der Satz; 

Die 3 Berühr ungsaehnen des Inkreises 
schneiden die Gegenseiten in 3 Funkten, 
welche auf Einer Geraden liegen. 

Analoge Satze gelten für die Ankreise. 



Das harmonische System , welches sich am natür- 
lichsten darbietet, ist das System H,; H,; H, — H,; 
H, + H,; in welchem A den Wert 1 hat; nach der 
Festsetzung der Bedeutung von ^ in § 8 ist klar, dasj 
H, — H^ i H,+H, die Geraden sind, welche die 4 Winkel- 
felder zwischen H, und H, halbieren. Also: 

Zwei sich schneidende Geraden und die 
beiden Halbierungslinien ihrer Winkel bilden 
ein harmonisches Strahlenbündel, sowie die TTm- 
kehrung (die beiden Winkel halbierenden stehen auf 
einander senkrecht, was aucb analytisch sofort durch 
Gleichung 8 gezeigt werden kann). 

Wenn von vier harmonischen Strahlen das 
eine Paar anf einander senkrecht steht, so hal- 
bieren diese den Winkel zwischen dem andern 
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III. Abschnitt. 

Der Punkt als TrSger der sich In Ibm 

schneidenden Geraden. 

§ 9. Die Glelchnng des Punktes. 

Seien coso, coeß, p die Koordinaten einer Qe. 
raden, wo nach c) cob^^co8{w — o), also wenn w=: 90° 
coa''o+C0B'/5=l iat; haben coaa, cos;*, p feste "Werte, 
so bestimmen sie eine Gerade H { xcosa-|-y cos ^ — p 
= 0, wo X ond y, als veränderlich und als Puokt- 
koordinaten aufgefasst, alle Funkte dieser Oeruden H 
liefern. Sei P{(x, |y,) ein beatimmter nnter ihnen, so 
dasB x,cosa-l-yjCos^ — P=^0, so sieht man, dass, wie 
aach coso, C08j9 und p sich ändern, wenn nur die Be- 
lation c) bestehen und die Gleichung x, coso -[-y, cos ^ — p 
erfallt bleibt, diese stets eine der nnzahligen Geraden 
darstellt, welche durch den Punkt F|(x, [yj hindurch- 
gehen. Bezeichnet man cos«, coa/J, p als variabel mit 
u, T, w, und Xj und y, als Konstante mit Ä, B, ao 
liefern die sämtlichen zuläaaigen Wertayateme von u, 
V, w alle Geraden und nur die Geraden , welche 
duroh den Pnnkt P | (A | ß) himdarchgehen, und dieser 
erscheint als Träger der unzähligen Geraden, welche 
die Gleichung darstellt: 

1) Au + Bt— w=0. 

Diese Gleichung heisst die Gleioliung des 
Punktee P{{A|B} in {Normal)- L i nie nko o .- 
dinaten. Es liegen also alte Linien, deren 
Koordinaten 1) genügen, auf Einem Punkt, 
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gerade wie alle Paukte, welche der Gleichung H=0 
genügen, auf Einer Geraden. 

Ea tritt hier das zuerst von Foncelet formulierte 
wichtigste Prinzip der modernen Geometrie , das 
Dualitätaprinzip, scharf zu Tage , wonach zu 
jedem Satz über Funkte und Gerade {io der Ebene), 
dual ein zweit«r durch Vertauechung der Elemente: 
Gerade und Punkt abgeleitet wird. Die Sätze von 
der harmonischen Teilung, Menelaoa und Ceva, waren 
Bohon Beispiele dieses Gesetzes. 

Geben wir von der speziellen Form U=oK+^y — 1 
ans, Bo bedeuten (cf. § 5, 6) n und ß die reciproken 
Werte der Abschuitte, welche die Gerade TT auf den 
Axeu bildet. Bezeichnet man dann die Grössen a und 
ß, insofern Jede Einzelne von ihnen unbeschi&nkt 
veiibiderlich gedacht wird , mit u und v , so ist 
an+bv — 1=0 die Gleichung jeder Geraden, welche 
durch den Punkt F|(a|b) hindurch geht, und nur 
dieser, somit ist 

N = au+b7-l 
die Gleicbosg des Punktes P In Linienkoordioaten. 
Die Form N (die linke Seite der auf gebrachten 
Gleichung) heisst die Normalfurm (der Gleichung) 
des Punktes, sie ist von der allgemeineren Form 

M = au+bv — = 
nur dadurch verschieden, dasa In N der Punkt in Punfct- 
koordinaten bestimmt ist durch F{(a|b), wahrend er 
in M durch die Koordinaten a/c und b/c bestimmt ist; 
die Linienkoordinaten u und v haben in beiden Formen 
die gleiche Bedeatung. Man sieht, dass es nur von 
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der ÄuffftBBUDg abhängt , ob eine Gleichung ersten 
Grades zweier Yariabeln (lineare) eine Gerade oder 
einen Punkt darstellt. 

§ 10. Funkte auf Aerselben Geraden. 

Seien "^^,=0; W, = die Gleichungen zweier 
Punkte P, und P,. Sei P { W ein dritter Punkt. 
W kann ah lineare Gleichung (cf. § 6) die Form er- 
halten -l,W,+^,W,+ij, wo die A Konstanten. Für 
diejenige Gerade des Punktes P, welche durch P, geht, 
ist ausser W aaoh W, = 0, für die, welche durch P, 
geht, ist ansaer W auch Wg^O, fallen beide Gerade 
zusammen, so müssen alle drei "W zugleich verschwinden, 
d, h. ,tj muBs =0 sein, wenn der Punkt P auf der Ge- 
raden P,P, liegt, und umgekehrt. Also ist >l,"W,+ ,i,"W, 
die Gleichnng jedes Punktes, der auf der Geraden liegt, 
welche die Punkte P, { W, und P, { W, (oder kürzer 
die Punkte W^ und W,) verbindet. Man hätte auch 
wörtlich den Gang von § 6 befolgen können, d. h. die 
Linienkoordiaaten u, und V, der Verblndangsgeraden 
aus W,=0 und W, = berechnen können. 

Man würde wörtlich bis auf Vertauschang der 
Worte Punkt und Gerade, die §§ 5 und 6 wiederholen 
können, und z. B, die Gleichung des Punktes P der 
auf zwei gegebenen Linien (ujv,) und (u,|v,) liegt, 
würde lauten; 

Allgemein ist 
die Bedingung dafür, dass drei Punkte W,, W,, "W, 



{< 
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in einer Geraden liegen {cf. § fi, 9). Nach der Be- 
merkung vom Schluss dea § 4 läast aia sich auch anf 
die Form brbgen: 

wobei wieder festgesetzt wird, dass für ^ = cc, "W=: 
W, ist. 

Setzt man in die Form der Gleichung eines Fnuktes 
N^au+bv — 1 die Koordinaten u^ und v^ einer orts- 
fremden Geraden L, so ist Ne=?±:0, aber N. 

wo I* (cf. § 6 Schluss) nur Ton Ue imd Ve, d, h. von L 
abhängt; d. h. Kg ist, abgesehen von dem für dieselbe 
Gerade konstanten Faktor f*, der Abstand des 
Punktes N von der Geraden L. Das Zeichen 
des Äbstandes bestimmt sich nach der in § 7 gegebenen 
R«gel, ans der folgt, dass für 2 Funkte, welche auf 
derselben Seite von L liegen, bezw. für Geraden, welche 
die Verbind ungss trecke beider Funkte nicht schneiden, 
die Abstünde dasselbe Zeichen haben, und im entgegen- 
gesetzten Falle entgegengesetztes. 

Es sei für eine Gerade ub, ve:Ni,e+Nj,e = 0, als- 
dann ist, wenn wir ue und ve als, Einzeln betrachtet, 
beliebig variabel (n und v) ansehen: N = N,+N,=0 
1) die Gleichung eines Fnuktes; 2) eines Funktes anf 
der Geraden, welche F, {N, mit F^JN, verbindet; 3) 
eines Punktes, dessen Geraden von F, und P, entgegen- 
geaet*t gleichen Abstand haben, d. h.: N, + N, = ist 
die Gleichung der Mitte M von F, P,. Sei 
N = N, — N, = 0, so ist dies die Gleichung eines Punk- 
tes, der auf F,F, liegt, und dessen Geraden von P, 
Simon, Analytische Geometrie der Ebene * 
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und P, gleiiihen Abstand haben, d. b. aber N |N, — N, 
ist der Unendlich fernePunkt aufP.P,. Man 
kann das leicht nachprüfen, da in der Form N^^N, — N, 
das konstante Glied ist, d. h. aber der Punkt N^ 
ia-\-/*Y^=0 hat die Punktkoordinatea XiO; (*:0 
id est oc. 

Seien N, = 0, N,-=0, N,=0 die GHeichungen der 
3 Ecken A, B, C eine« Dieiecks, dann ist N,+N, 
{der Mitte A, von BC; ebenso N,+N,{B,; Ni + N,{C, 
währer d 

N, — N,=Oi N, — N, = Oi N, — N,=0 
die unendlich fernen Punkte aaf BC, CA, AB dar- 
stellen. Ea ist nun: 

(N, — N,) + (N,— N.)+(N. — N,) = 
d. h. (nach ä): Die unendlich fernen Punkte 
liegen auf Einer Geraden, der nnendlicb 
fernen Geraden. 
Ferner : 

(N, — N,)+(N,4-N,) — {N,+N,}=0 
d. b.: Die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
zweier Seiten ist der dritten parallel. 

Es ist W=N, + N, + N, = die Gleichong eines 
Punktes P (als lineare Gleichung in Linienkoordinaten) 
kurzP{N. + N, + N„ da aber auch W = N, + (N,+NJ, 
so liegt Pituf der Geraden, welche A^N, mit Ä,((N, + Nj) 
verbindet. Da aber W auch ^N, + CN,-f-N,) und 
seeN,+(N,+Nj), so heisBt dies: Die 3 Mittel- 
linien eines Dreiecks schneiden sich in Einem 
Punkt.. . . C.«wL- 
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Die HöhenfuBspuakte haben die Gleichungen 
NjCot^ + N.ootj-; N,cotj'+N,coto; N,cota + N,cot/), 
somit schneiden sich die drei Höhen in dem 
Punkte. 

H^N,coto+N,cot|S+N,c(rtj=0. 



§ II. Harmonische Pankte. 

Eb seien A und G zwei Punkte, N, nnd N, ihre 
Kormal formen, alsdann ist 

■W=N, — .tN, = 
die Gleichung eines Punktes F auf der YerbindungEi- 
linie von A and C, der innerhalb AC liegt, wenn ^ 
negativ, und wo ^ = N, :N, für alle seine Geraden 
konstant nnd somit gleich demTeilungsrer- 
hältnis von AP:PC ist, da zu den Geraden des 
Punktes P auch die in P auf AC Senkrechte gehört. 
Dasselbe gilt, wenn H. positiv, nur dass dann P ausser- 
halb liegt. IstQ ein Punkt ausserhalb, also {N,— ^N,, 
wo p positiv, und ist /*-t-.l = 0, so sind nach dem 
Yorhergesagten die Punkte A, C, P, Q harmonisch, 
also sind 

N,=0; N,=0; N,— ^N, = 0; N, + -1N, = 0. 

Die Gleichungen eines harmonischen Punktsystems 
ACPQ oder [ACPQ], wo A und C das eine Paar 
konjugierter Punkte, P und Q das andere bilden, oder 
A nnd C durch P und Q harmonisch getrennt 
werden. Es ist üblich, die Punkte in der Reihen- 
folge zu nennen, dase der die Strecke der beiden ersten 
innerhalb teilende an dritter Stelle genannt wird. 
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Man könnte immer die Eechnnngen nod Betrach- 
tungen des § 8 wörtlich wiederholen und würde mit 
Yertauschung der Worte: FnnktundQerade zu den dualen 
oder recipioken Sätzen gelangen, wobei zu bemerken, dass 
MenelaoH und Ceva schon dual sind, da wir beim Be- 
weis schon den Dualismus zwischen harmoniBcbem 
Strahl- und FunktBjHtem benützt haben; indeasen sei 
noch eisiges ausgeführt. 

Zunächst ist, wenn N,— AN, mit W„ N, + -IN, 
mit W, bezeichnet werden, 

wo N, und N^ die Nonnalformen der Funkte F und 
Q [i% ist hier negativ]; alsdann folgt 

2N,-(1— A)rN,-^N.~| 

oder Wj = N, — /*N.; W, = N,+f.N„ 

d. h, also W, und W^ werden durch Wj und W, eben- 
falls harmonisch getrennt und das TeUangsverhältnis 
der Strecke PQ ist abgesehen vom Zeichen ; ■ __ —. 



Es werde noch der duale Satz zum Hauptsatz Qber 
die harmonischen Strahlen 8. 39 direkt abgeleitet, er 
lautet: Wird ein Funkt mit einem barmojiischen 
Punktsystem verbunden, so entsteht ein har- 
monisches Strahlensystem. o 
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Sei [AGPQ] du harmoniscli« 8;stflm, und 8 der 

Funkt. £s werde die Distance eines Ponktfls, z. B. 

auf SA, Toa einer Geraden, z.B. SP, mit d bezeichnet 

' P 

Dann ist d : d läncra des StraUea SA koustsnt 
p 1 

(of. § 8) and sei gleich c, ebenso d : d längs SC 

konstant jind gleich c' 



" d d 

p q 

AIho c + c' = 0, womit der Saiz bewiesen. 

§ 12. ZaBaromeustelliiBf der wichtigsten Fornein 
Über die Gerade. 

1) 61eichtmg der Qeraden g, welche dnrch den 
Punkt P{(3tilri) geht nnd mit +X den Winkel a 
bildet (S. 25). 

1) y — y,^»(x — Xi), wo « „der Rtchtungsfaktor" 
^ sin «/sin (w — «), 

1») Ist P((0[b), so iat die Gleichung 
1») y-(«+b)=0. 

2) Bedingung dafdr, dass 4 Gerade dnrch P mit 
den B.icbtnngB Faktoren i, und t, eiuerseits und &^ und 
^, andererseits einander harmonisch trennen (abgeleitet 
«US Pormel 4). 

2) K+0{*,+*,) = 2(i,.,+*,*,). 
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3) Winkel zweier Geraden bei w^SO" und positiver 
DrehaDg der enten mr zweiten, 

3) tg(p = -j-V — ^1 die Geraden parallel, wenn 
(j = i^, senkrecbt, wenn l + 'o'i"'^ ■**- 

4) Gleichung, wenn g durch 2 Funkte P{(x,{y,) 
und Q { (s, 1 7,) beBÜmmt ist. 

5) Gleichung der Geraden in Heases Form (8. 34). 

5) H=xcoBo + ycoaj! — p = 0, wo, wenn w=90'', 
coa'a + co8'/l = l- 

6) Abstand d des Punktes P{(g|^) von H. 

6) fcoao + ^Ms/' — ^=d- 

7} Gleichung der Geraden A in Axenform (8. 24). 

7) A = -|- + -^ — 1 = 0, wo a und b die Ab- 
schnitte sind, welche A aaf den Axen abschneidet; 
wird a-i mit u und b^^ mit v bezeichnet, so bat man 

7»J A=nit4-vy — 1=0, alao i = — — ,und(wenn 
w = 90°)J'{u'+'*)=l. 

Ist u=^0, T endlich nnd bestimmt, so iat A|| der 
x-Äxe, iat u beliebig, t^co, so ist A die x-Ase selbiit, 

lat v = 0, u endlich und bestimmt, ao irt A ll der 
y-Axs, ist V beliebig, n = ai, bo ist A die y-Axe selbst, 

Ist u=0, T=0, ao ist A die unendlich ferne 
Gerade. 

Ist u = Qci, v=o:, so gehtA durch den Nnllpunkt 
und wird dnrob den Quotienten a:T bestimmt. 
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8) Ist A„{(q„|v„) und A. {(u,JTj und ihr SchDitt- 
punkt S{(||»;), so ist 

8) l = (v,-T,):^; n-ia,=x>,):A, wo .i = «„v, 
— ■^.'^■ 

9) Ist w = 90 und y der "Winkel zwischen A, und 
Aj, so ist 

9) tg y = " ' 1 " ' > also 8in'7* = ^'iä,*i!,*. 

10) GleichuDg der Geraden in allgemeiner Form. 
10) ax+by — c=0, also a:c=:u; b:c— v;*= — a:b. 



PftraUel-Eoordlnattin-Transformatlon. 



Es iat häufig von Vorteil , das Äxensystem zu 
wechaeln. Äendert man die Bichtung der Axen nicht, 
sondern Terachiebt nur den Nullpunkt auf der Abecissen- 
oxe Ton nach 0'{a/0, ao bleiben die Ordinnten un- 
verändert und die neue Abacisae x' ist x — a bezw. 
x = x'+a. Verschiebt man ebenso den Nullpunkt auf 
der y-Axe, so bleibt x ungeändert nnd y' ist y — b 
bezw. y = y' + b. Verachiebt man die Axen also 
parallel nach dem beliebigen Punkt 0' -! a, b, so iat 
x' = x — a; y' = y — b bezw. x = x' + a; y = y' + b. 
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Eine F arall Verschiebung des AzenkreuzoB 
ändert also AbBcisae bezw. Ordinate nur um 
die konstante Absciaae bezw. Ordinate des 
neuen Anfangspunktes in Bezug auf das 
alte System. 




Sei jetzt ein Asensystem U, X, Y, w gegeben, 
+ X werde {Fig. 10) in die Lage +X', +Y in +Y' 
gedreht (stets im positiven Sinn). Dann ist, wenn 
P{(x|y){(«'ly') i«t: s = OA; y = AP, x'=OA'; 
y'=A'P. 

Projiziert man nun den Linienzag OAPA'O auf 
eine ganz beliebige Projektionsaxe + Z und bezeichnet 
den "Winkel zwischen -\-Z und +X wie üblich mit 
(zs), so ist: 

5t 008 (b s) + y COS (a y) — y' cos (z y*) — y' cos (a x') = 0, 



xco3(zx)+ycoB(zy) = x'coB(ax') + yc08(zy'). 
Diese Qleicliung noiBcblieBBt einea wichtigen Satz. 

Die Summe der PtojektioneQ der Koor- 
dinaten eines Punktes auf eine beliebige 
Äxe ist von der Richtung der Koordinaten 
nnabhängig. 

Die Tölliga Freiheit in der "Wahl der Axe Z kann 
man nun benutzen, um x und j durch x' und y', aber 
auch diese durch jene auszudrücken, je nachdem man 
cos(zy), cob(zs), cos(zy'), cob(zs') verschwinden lässt, 
dadurch, dasa mau die betreffenden AVinkel =90" wäblL 
Bezeichnet man den "Winkel (xx') mit a und (xy^ 
mit ß, und hebt mau hervor, dass, abgesehen von 
etwaigen Vielfachen, von 1 Hechten, ß — a — (x'y')^w' 
iBt, so erhalten wir das SyBtem: 

4) xeinw = x'ain{w — o) + y'sin(w — ß) 
y ain w = x' sin a + y' sin ^ 
x'ain w' = X sin j! — y sin (w — ß) 
y' sin w' = — x sin « + y sin (w — a). 
Sind w und w' beide rechte Winkel, so erhält 
man, wenn das Axenkreuz um den Winkel a gedreht 
wird, also ^=90+« Ist: 
4») x = x'coao — y'sinei 
y=x'siua + y'co8a 
x'=:xco8a + y8ino 
y' = -iaina + ycoBa. 
Specielle Fälle ^ = 90", /) = 180* 

»=-y'; y=t' ,- . 

a = l80"; ^=270" "--ooglc 
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« = 270»; |ä = 36(y 



)", JJ=360°; w' = 270' 
x' = y; y' = y 

a=4R— 45',w = 90Sw'^90;(J=45» 
x = (y' + :t')y\; y = (y'-x')l^. 
In dae Gebiet der Koordiaaten-Transformation ge- 
hört auch die Aendening des MaBBstabea; wenn man 
z. B. nach der letzten Transformation die Längeneinheit 
darch ihr y^'/^faches eraetzt, läest sich y'=x + yj 
x'=x — y setzen. 



V, Abschnitt, 
Der Kreis. 

§ 14. Die Kurvp. 

Der KreiH wird definiert als Ort der Punkte, die 
von einem gegebenen Funkte, dem Centrum (M{a|b)) 
eine gegebene Entfemang, z. B. r, haben. Dann ist 
nach g 3 

K = {«— a)'+(y— b)'+2(x— a){y— b)coHw— r'=0 
die Gleichung des Kreises. 

Sind 3C, y die Koordinaten eines beliebigen Pnnktes 
P, so ist K = MP'— r', d. h. die Form K stellt 
für jeden beliebigen Punkt P dar die Dif- 
ferenz des Quadrates sein erEntfernnng vom 
Mittelpunkt nnd des Quadrates des Radius. 
Wir nennen mit Steiner K die Potenz des Krei- 
ses im Punkte P. 



§ 14. Die Kurve. 59 

Ist w = 90, so geht K = über in: 

1) (i_.)«+(,_l,)'_r'»0 

die sogen. Kormalfortn Kn, ist auch noch M|(0|0), 
d. b- fällt M mit zuBommeD, so ist: 

2) K = x'+y'-r'=0 

die Mittelpaaktsgleichang. (Form M.) 

Die Gleich nag des Kreises ist vom 2. Grade 
(quadratische Form), aber nicbt jede Gleichung 2. Gradea 
ist die eines Kreises. Sei f(i,y} = eine solche, so 
mUBs sie der Form K äquivalent sein, d. h. sie kann 
sich nur durch einen konstanten Faktor von K unter- 
Bobeideii) der durch Division beseitigt werden kann. 
Demnach muss f (x, ;) die Form annehmen: 

Q = x'+y'+2axy-2px-2qy+n = 0. 
Die Vergleichung ergiebt 1) s musa < 1 aeio, denn 
es muss 8^=cosw sein, 2) es muss: a-t'bcosw^p, 
b-|'KCOSW = c| sein, und hieraus: 

,_ q * + p'— 2pqco8W __ 

Ist Punkt A{(p/ainw), — (q/einw), so ist r'= 
OA* — n. Damit also eine beliebige quadra- 
tische Form Q die Form einea Kreises sei, 
ist nötig, dass 1) die Koef fioienten von x* 
und 7* beide gleich; 2) nach Division mit 
diesen Koefficienien der Koefficient ron 
2xy kleiner als 1 iat, 3) der Punkt A ausaer- 
halb des Kreises bezw. OA'>n sei. Ist w=90°, 
so musa der Koefficient s von xy gleich aein, und 
q'+p*>n. 
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Um die OleiohnDg des Kreises aus der Form Q 
in die Form K za transforiniereo, ist eine Koordinateo- 
transformation dnrch Drehung erforderlich nnd in den 
Formeln 4) w' = 90, o = und ^» = 90' zu setzen, da 
ja K giltig bleibt für jede beliebige Richtung der 
X-Axe. 

§ 15. Kreis nnd Gerade. 

Sei 1) x'+y*-— r'=0 ein Kreis K. 

Sei g eine Gerade bestimmt durch den Punkt P { x^ 
und ihre Bichtung, ao ist, wenn TL den Abstand des 
laufenden Punktes von P bezeichnet, 

x=Xo+Rco3«; y = y,+Esini)(. 

Setzen vir diese "Werte in 1) ein, so erbalten wir 
für die Abstände der SohniÜpnnkte des Kreises und 
der Geraden von F die Gleichung 

2) E'+2R(s.cos« + y,Bin«) + K(x.y,). 

Ans den bekannten Sätzen über die "Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung, 8. G. 47 8. 113, folgt 

1) Ein Kreis und eine Gerade haben nicht mehr 
als 2 Schnittpunkte: A und B. 

2) R,E, = PA.PB=K{s,y,) = MP'— r'. 

Der Fotenzsatz: Das Produkt der Ab- 
schnitte aller Kreissehnen, welche durch 
denselben Funkt F gqbeu, ist konstant und 
gleich der Potenz des Kreises in F. 

4) Ist der Koefficient von R in 2) gleich 0, so 
liegt der Punkt F in der Mitte der Sehne uud es ist 
tg* = — ^e^y»' "l- •>• «li« Mitten aller parallelen 
Sehnet] liegen auf einem Durchmesser. Jede 
Sehne durch das Centrum M wird in ihm halbiert. 
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Ana der Gleichung 2) flieBsen mühelos alle ans 
der Elementargeometrie bekannten Sätze über die Be- 
ziehung zwischen Kreia nnd Gerade. 

Eb ist B.+E, = 2J(itoCOBa + y,Bina), d.h. gleich 
dem doppelten Abstand d des Pnnktes P von dem auf 
der Sebne senkrechten Darchmesser. Die Auflösung 
der Gleichung 2 nach R giebt 

R=d+)'d"+r'— MP'^d + l'r"^^^^ 
nnd damit die Sätze; Eine Gerade schneidet 
den Kreis, bertthrt ihn, schneidet ihn niobt, 
je nachdem ihr Abstand vom Centram kleiner, 
gleich, grSsser wie der Radius. 

Als Bedingung, dass eine Ge'rade deren Axen- 
linienkoordinaten a und v sind, den Kreia berühre, 
haben wir r'= f., also für die Form M bezw. K 

3) ti' + T'-r-" 

3.) r-(.- + y')_(au + bY-l)' 
die Gleichung des Kreises in Linienkoor- 
dinaten. 

Als Gleichung derSehne erhalten wir da tga^ — cot«' 
ist (a' Richtungawinkel des senkrechten Durchmessers) 

wo X, und X, die Kreiapunkte der Sehne. 

Für die Tangente haben wir d'^p* wo p*, die 
Potenz des Punktes P bezeichnet, und |R| = |p|. 
Hieraus: da x,cosa + y,fliaa = pVT 

1) durch keinen Punkt F gehen mehr als 2 Tan- 
genten eines Kreises, der Kreia ist also eine Kurve 
2. KlasBo, <,^ 
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2) Die beiden TaDgenten sind reell, wenn P anaser- 
halb des Kreises, fallen zaBammen, wenn P auf dem 
Kreis, aind imaginär, wenn F innerhalb. 

3) Da i' = T* weil beide MF' — p', so steht der 
KadiuB nach dem Berührungspunkte auf der Tangente 
senkreoht. 

Hieraus ergiebt sich ala Qleichnng der Tangente 
im Punkte z'y' des Kreises 

5) ix'+yy' — r*=0. 

Für die Tangenten von P haben wir, da 

coflo = g-^ etc. x,{x — xj + y(y — yo)=±pR 

und da V,Rr der, Inhalt des Dreiecks MPL (L lau- 
fender Punkt) also +{Xjy — y,i)7, 

6) '('.(i-'.)+y.(y-y.))=±p('.y-y.')- 

Da , wenn man die Berührungspunkte durch x, 
und X, bezeichnet i„Xi + .,. — r'=^0 etc., so ist 

y.— y» _ _ 3^ 

^1 — ^1 Jo 

und daraus: 

DerDurcbmeHser, derP mit dem Gentrnm 
verbindet, halbiert die Bertthrnngssehne 
und steht auf ihr seokrecht und die ßleicbnng 
der Berühmngasehne wird 

7) 5,, + ,r,_r' = 0, 

sie stimmt also der Form nach völlig mit 
der der Tangente in einem Punkte (x^ !y,) des 
Kreises überein, nur dass hier (k, [y,) der beliebige 
Schnittpunkt der Tangenten ist. Geht man von der 
Form Ku aus, so geht 7) über in 

(x-a)(x.-a) + (y-h)(y,-h}-r' = 0. 
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Wie auB dieser Uebereinstimmung die harmoDiscben 
Eigen scbaften dea Kreises sich sofort ergeben, findet 
sich in den §§ 45 etc. 

§ 16. Kreis und Kreis; Kreisschar. 

Seien K,=0 und K, = die Gleichungen 2. Kreise, 
ihre Kombinatiou liefert die Koordinaten der Schnitt- 
punkte; da beide K vom 2. Grade, ao' würde es 4 ge- 
meinBame Lösungsaysteme geben können; indessen ist 
das System K, = 0, K,=0 identiach mit dem System 
K, = 0, Kj — K,=iO, wie sofort klar; und die zweite 
QleicbuDg ist, da die quadratischen Glieder sich auf< 
heben, linear, somit existieren nur 2 gemeinsame 
Lösungen. Diese können zusammenfallen and auch 
imaginär werden. Wenn x und y sehr gross werden, 
reduziert sich für jeden Kreis K die Form K auf die 
quadratischen Glieder. 

^'+y' + 2xyoosw, der Badius und der Mittel- 
punkt fallen ganz heraus, somit kann man sagen, dass 
allen Kreisen die Lösungen von x'+y'4-2iycosw=0 
hei Annahme von x (und y) als unendlich gross iden- 
tisch sind. Man sagt daher oft: Alle Kreise haben 
dieselben beiden (imaginären) Funkte im 
Unendlichen gemeinsam. Siebt man von diesen 
ab, so bleiben nur 2 Schnittpunkte übrig, welche reell 
und getrennt, reell und zusammenfallend, getrennt und 
imaginär sind; je nachdem die Centrale zwischen 
Summe und Differenz der Badien, gleich Summe oder 
Differenz der Badien, grösser als die Summe oder 
kleiner als die Differeuz der Kadien ist. 
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Die Linie S=K,— K,=0 geht in allen 3 Fällen 
durcli die Schnittpaokte, und ist stets teell auch im 
3. Falle, also ist die Sclmittgerade reell, aach wenn 
die Schniitpunkto ala sichtbare Punkte nicht exiatieren. 
Da längs 8 stets K,=E, ist, so bebst dies, jeder Funkt 
von 8 hat für beide Kreise die gleiche Potenz und nm- 
gekehrt, hat ein Punkt für beide gleiche Potenz, so ist 
für seine Koordinaten K,=^K,, also K, — K,= 0, d, h. 
der Punkt liegt auf 8, die Schnittlinie iat also zu- 
gleich Potenzlinie beider Kreise. Ist P ein Pankt aaf 
8 und d, seine Entfernung von M, und d, ron M*,, ao 
ist, da Kj^dj' — r^* und Kj = dj* — r,* ist, d,' — r,* 
= d,' — r,' Da der Gegenpunkt P, von P in B»zag 
auf die Centrale oder Axe auch von M, und M, dio 
Entfernungen d, und d, hat, so liegt auch F, au^ S, 
und S steht auf der Axe senkrecht und teilt 
sie BO, dasB die Differenz der Quadrate der 
Abschnitte gleich der Differenz der Quadrate 
der Radien ist. 

Seien K, = 0, K, = 0, Kj = die Gleichungen 
3. Kreise, 8,=K, — K,; 8, = K, — K,; S,= Kj — K„ 
so ist S, + S, + 8, = 0. 

Also: Die 3 Potenz- oder Schnittlinien 
dreier Kreise schneiden sich stets in Einem 
Punkt. 

Dieser Satz giebt ein einfaches Mittel, die Fotenz- 
linie zweier sich nicht (in reellen Punkten) schneidender 
Kreise zu konstruieren. 

Haben K, =0 und K, = die vorige Bedeutung, 
so stellt Ki + 'tK, , wo X eine beliebige Konstante 
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einen dritten Kreis K, dar, wo K,= 



" 1 + ^ "*' 
und da das Yerschwinden zweier K andi von gelbst 
dem dritten E den Wert giebt, ho schneiden sich 
die 3 Kreise in denselben reellen (oder imaginären) 
Punkten, sie haben daher auch atetjt dieselbe Fotens- 
linie, wie suhon darans folgt, daas fllr einen Punkt auf 

S:K,=K, und somit K,==^qfj— =K, ist. Jeder 

Punkt auf S bat also dieselbe Potenz in Bezug auf 
alle 3 Kreise, und allgemein in Bezug auf die ganze 
Kreisscbar, welche dnrcb die Schnittpunkt« von K, 




und K, hindarchgeht , die Potenzlinie S gehört selbst 
znr Schar, sie ist anznsehen als Kreis mit unendlich 
grossem Kadios, entspricht dem Wert A gleich — 1. 
Der Ponkt N, in welchem S die Axe schneidet, bat 
für alle Kreise der Sohar die gleiche und die kleinst« 
Potenz. Auch wenn die Kreise K, und K, sich 
B 1 m n , Anal;tlaDbc Oeometne der Eben«, & 
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nicht in reellen (b ich t baren) Funkten schnei- 
den, ISaat sich also durch ihre imaginären 
Schnittpunkte ein Kreis legen. 

Man achlägt nm N mit der Seite der Potenz 
(Fig. 11), die die Tangente von N an K, oder K,, 
einen Ereia, zieht darin einen beliebigen Badins NP; 
die Senkrechte in P auf NP trifft die Centrale in K,, 
der Kreis nm K, mit K,P gehört dann zur Sc^ar von 
K, und K,. 

Der Kreis trifft die Axe K, K^ in den Pankten 
A und B, dann ist nach dem Fotenzsatz : 

NP*=NH,'=NA. NB, d. h. [ABF.H,] sind 
harmonische Punkte. 

Da P beliebig auf dem Kreise N, so kann man zu 
H, und H, — den Hauptpunkten — unzählige 
Pnnktepaare wie A und B konstruieren, welche H, 
und H, harmonisch trennen. Umgekehrt, wenn zwei 
Pnnktepaare A,B, und A,B, auf einer Geraden ge- 
geben sind, und zwar so, dass die Streokeu A,B, und 
A, Bj entweder ganz ineinander oder ganz auseinander 
liegen , kann man ein drittes Punktepaar H, H, kon- 
struieren, das zu beiden gegebenen Paaren harmonisch 
ist; da dnrcb ii^end zwei Kreise der Schar die Potenz- 
linie und damit N bestimmt ist. 

Man sieht, daes die Hauptpunkte selbst zu den 
Kreisen der Schar geboren, es sind die mit denBadienO, 
während die Potenzlinie (und die Unendlichferne) den 
fiadiua oo haben; das ganze Sjst«m der Punkte AB 
bildet eine Involution, NH,' heisst die Potenz der 
Involution (Kreis Verwandtschaft). '^^ 



§ 17. Inversion. 67 

§17. Inversion. 

LäsBt man die Axe NAB der Fig. 12 um d«n 
Punkt N rotieren, so ordnet woli jedem Punkt A der 
Ebene ein Funkt B zn, und diesem wieder A, es ent- 
steht BinegeometriBche Verwandtschaft, ge- 
gründet auf die äleichung: NA.NB = NP*=p', Diese 
Yerwandtsehaft heisst Inversion oder Kreis* 
Verwandtschaft (Mobius), auch nach Lionville 
Transformatioii durch redproke Sadien (-Vektoren). 
Der Kreis um N mit NP oder p bleibt bei der Ro* 
tation unverändert, er heisst der Hauptkreis oder 
Inversator. Seine Punkte entsprechen sich selbst. 
— Auch die Kreise K,, K,, K, etc. entsprechen sich 
selbst, und damit alle Kreise, welche den Hauptkreis 
orthogonal schneiden. 

Strahlen wieKAB heissen In versionsstrahlen. 
Es gilt der Hauptsatz : Je zwei Punktepaare auf ver- 
achiedeaenlnversionsstrahlen bestimmen ein Kreis vi ereck. 

Der Punkt N, wir wollen ihn zum Ursprung 
wählen und G e n t r u m oder Kern nennen und mit 
bezeichnen, entspricht allen Unendlich fernen Punkten. 

Sind A, A' und B, B' zwei Paar inverser Punkte, 
so ist Dreieck OAB invers ähnlich dem Dreieck 
OB'A', d. h. also <OAB=<OB'A'. Ist C, C ein 
drittes Paar, so ist <ACB = <A'C'B' + AOB, d. h.: 

Einem Kreise e ntsp ri ch t in v er s wie- 
der ein Kreie. 

EinerGeraden entspricht ein Kreis 
durch das Cantrum über dem Durch- 
messer OF, wo F dem Fnsspnnkt F* des von 
antdie Gfernde gefällten Lotes entspricht. 
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Man kann diese beiden Sätze auch rein analytiBoh 
beweisen. Ist A|x, y nnd OA gleich p nnd OA' 
gleich f ' und A' { x', y', so ist 

x:x' = y:y'=f :p' also: 

p" ' J p" ■ 

WO p" = x"+y" ist. 

Da die einem Eernkreis inverse Gerade 
der Tangente des Kreises im Kern parallel 
st, so gilt der wichtige Satz: 

Zwei beliebige Kurven eohneiden sich 
n jedem gemeinsamen Punkte A unter dem- 
elben Kinkel, wie ihre inversen Kurven 
ro inversen Punkte A'. 

Da Kurr«n, welche sich in A berühren, in A den 
"Winkel bilden, so berühren sich aach ihre inversen 
Kurven in A'. 

Da unendlich kleine Kreisbogen von den (Linien-) 
Elementen ihrer Tangenten nicht nnterschieden werden, 
so entspricht jedem nnendlich kleinen Drei- 
eck ein ähnliches. 

Die Inversion ist daher eine winkeltrene 
(konforme, in den kleinsten Teilen ähnliche) Ab- 
bildung der Ebene auf sich selbst; sie ist die einzige 
gegenseitige konforme Abbildung, nnd die ähnliche Ab- 
bildung (in geändertem Massstab) kann auf zwei In- 
versionen desselben Punktes vom seihen Kern ans er- 
setzt werden. 

Zu der eben durchgeführten Inversion erster Art 
oder äusserer, bei der die Ponktepaare anf dem- 
selben Strahl liegen, gesellt sieb noch eine zweite In- 
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Version , die innere oder entgegengesetzte, 
bei der die Funktpaare auf entgegengesetzten 
Strahlen liegen. Den Gegensatz in der Richtung der 
Strecken OA nad OA' denten wir dadurch an, dasa 
wir in diesem Falle OA.OA' = — p' setien. 

Unsere Sätze gelten für beide Arten von Inversion, 
nur daaa der Inversator sich selbst in der Weise ent- 
sprichtj dasa zu jedem Pankt sein diametraler gehört. 



VI. Abschnitt. 

Die Hegelschnitte. 

§ 18. Die Ke«:elacbnlUe als Kurven 2. Orades und 
2. Klasse. 

Ea werde der Ort der Pnnkte bestimmt, welche 
von einem gegebenen Punkt P, Focus oder Brenn- 
punkt genannt , und einer festen Geraden L , der 
Leitlinie (Directrix), Abstände baben, deren Yer- 
hältnis, ohne Rücksicht auf das Zeichen, konstant und 
gleich der Zahl e iat. Die Zahle heisst numerische 
Ezcentricität. 

Sei P{(a|b) und L{{uj7j in Bezug auf recbt- 
winklige Axen. Dann ist (Fig. 12) +ePA=PF oder 
PF»=e'PA'. 

Werden PF' und PA' durch ihre Formeln ans 
§ 3 und g 12 ausgedrückt, so ergiebt sich sofort 

1) (._,)-+(,_b)-=^-i^(u.i+v.j-l)-. 

Die Gleichung 1) ist 2. Grades, sie umachliesst 3 
der Art nach verschiedene Kurven, je nachdem e<l 
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oder =1, oder > 1 ist; die betreffenden Kurven heiaeen 
Ellipse, Parabel, Hyperbel; gemeiriBam: Kegel- 
schnitte. Als Bpecielle Falle umacblieEsen sie den 
Kreia, wenn e = 0, und u„, sowie v, auch gleich 0, d. h, 
die Leitlinie Sie unendlich ferne Gerade ist, und ausser- 
dem e':{Uj*-|-Vj')^r* gesetzt wird; femer zwei ver- 
schiedene Gerade, oder auch Eioe (doppelte) Gerade, 
da eine Form 2. Grades ja auch das Produkt zweier, 
verschiedener oder gleicher, linearer Faktoren sein kann. 
Die Parabel ist ein Oreuzfall der Ellipsen wie der 
Hyperbeln, sie ist Ellipse mit der grÖBsten, Hyperbel 
mit der kleinsten Escentricität, Dass wir es hier mit 
3 wohl definierten Arten zu thun haben, geht ans dem 
Verhalten der Kurven im Unendlichen hervor. "Wir 
erhalten die unendlich fernen Elemente oder Punkte 
der Kurven , wenn wir nor die Glieder 2. Dimension 
in 1) beibehalten, da sowohl die Konstanten als auch 
die ersten Potenzen von x bezw. y, gegen x', xy, y* 
verschwinden, sobald x und y über jedes Mass gross 
sind. "Wir erbalten dann , wenn zur Abkürzung 
(Uj'+v^'):e* fortab mit y bezeichnet wird: 

ia)i*(j'-u„*)+y'(j— v„')-2u„v„xy = a 
Zieht man x' vor die Klammer und benennt y;x 
mit z, so giebt 1*) eine quadratische Gleichung für z, 
welche (Schubert, Arithmetik S. 113) zwei reelle Lö- 
sungen , eine , keine , hat , je nachdem u,,' v,,' > ^ < 
{y — Uj')(j' — V,') ist, d. h, also je nachdem e>l, =1, 
<1 ist. Die Hyperbel hat also 2 Punkte im 
Unendlichen, bei der Parabel fallen die beiden 
unendlich fernen Punkte zusammen, die El- 
lipsen (also auch der Kreis) haben keinen (sieht- 
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barea oder reellen) Paakt in (p^enzenloser Feme, es 
sind geschlossene Kurven. 

Die Gleichung 1) enthalt 5 Konstanten: e, u„ v,, 
a, b, die allgemeine Gleichung 2. Grades: 

1») a„x'+2a„.xy+a„y'+2a„.T+2a„y+a„=0 
enthält deren 6; da aber nicht alle 3 ersten Koeffizienten 
zugleich verschwinden dürfen, ist es gestattet (g 4 
Mnltiplikation mit einem konstanten Faktor) 

1**) a„* = (l — *oi,){l — a,i) zu setzen, dann lassen 
sich die 5 Konstanten der Form 1 durch die 6 Orösseu 
der Form 1' ausdrücken. Wir haben, wenn e': (u^'+v,*) 
gleich p gesetzt wird: 

%o=l — P^>*i *ii='l — P'o'i *oi= — P^t^o 
a„ = — a+pn,; a„ = — b+pv,; a„ = a'+b'— p. 

Es ergiebt sich sofort: 

a) e*=l— 8,,+l— a,, 

V, 1— a„ a., 

Setit man Uj = ^a,,; \ = — ^(1 — »„), so ist: 

"' P" ^-(1-^,) ' V+V— "■!"(i— ..) 

•) •i'(l-«,.)(«.,-«„'-«..')+2-!("., •.,+•„•,. 

Die Gleichung e) ist quadratlsob, sie liefert im 
allgemeinen zwei verschiedene "Werte fUr ^; ^, und*l, ; 
nnd damit zwei Wertsjsteme u,, v, und zwei desgl. a, b, 
d. h. die Kurve 1 hat i. A.. zwei Leitlinien 
and zwei Brennpunkte. 

Da —r = zjr ^ haben beide Leitlinien denselben 
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BichtuDgafaktor , ä. h. die beiden Leitlinien 
sind parallel. 

Da "'+"" ^ °' 3= '^"+^-* ^ *'-**" 
b'+a,, T, b"-j-a,» V — b" 

BO stebt die Yerbindangslinie der beiden 
Brennpunkte ftuf den Leitlinien aenkreoht. 

Die Gleichung b) giebt noch zu einigen Be- 
merkungen Yeranlaseung : 1) ist e = l, ao ist ein Wert 
des •1 = 0. u, und T, eind 0, die eine Leitlinie ist die 
Unendlich ferne Gerade, die Parabel bat also nur 
eine Leitlinie im Endlicben, sowie einen 
Brennpunkt im Endlicben. 

2) Irt a,, — a,i' — a,,*=0, bo ist eine Lösung ^=<», 
(Vgl. g 21). Die eine Leitlinie gebt durch den Null- 
ptinkt. 

Ist 1 — a,, = 0, so ist auch a,, nach li>) = und 
es verschwindet auch der Koeffizient von A'. Ist dann 
e' nicht gleich 1, bo ainde beide Löeungen von X un- 
endlich, u, :v, wird 0:0 also unbestimmt, und da 
X'ii — au) als endlich anzusehen, bo aind n, und v, 
gleich zu setzen, es muss auch 1 — &t, = sein, also 
auch e=^0, und die Kurve ist ein Kreia. Ist e=^l, 
bo verachwindet die Gleichung e) völlig, dann ist n,: 
v, = — (1 — »oo)!»«! unendlich, da a^,, gleich und die 
Porm 1*) ist y'+2a|„i-H28,,y+a„ und stellt eine 
Parabel dar, deren Leitlinie senkrecht auf der x-Aze. 

Es erhellt somit: 

Die Kurven 2. Grades sind mit den 
Kegelschnitten identisch. 

Eine Gleichung 2. Gradea und eine lineare haben 
höchstens 2 gemeinaame Lösungen, also: 
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Ein Kegelschnitt wird von «iner Ge- 
raden höcbstens in 2 Funkten gesohnitten. 

SobiUd also mehr ala 2 Punkte eioer Kurve 2. Gra- 
des auf einer Geraden liegen, miua diese Gerade ganz 
auf der Kurve 2, Grades liegen, d. h. der Kegelschnitt 
zerfiült in ein Paar gerader Linien, diese sogen, n n. 
eigentlichen Kurven 2. Grades schliesaen 
wir hier aus. 

Mau sagt auch: Ein Kegelschnitt wird von einer 
Geraden stets in 2 Punkten geschnitten, die entweder 
beide reell und verschieden sind, oder in einen (doppelt 
gezählten) zusammenfallen und dann heisst die Gerade 
eine Tangente, oder unsichtbar (imaginär) aind, 
je nachdem die quadratische Gleichung, welche sich 
durch Elimination von y bezw. z zwischen den Glei- 
chungen der Kurve und der Geraden ergiebt, für x 
bezw. j zwei reelle Lösungen, eine oder keine hat. 



Den Kurven 2. Grades (2. Ordnung) entsprechen 
dual (8.^7) die Kurven 2. Klasse, d. h. solche, deren 
Gleichang in Linienkoordinaten vom 2. Grade in n und 
V zusammen ist, wie z. B, der Kreis, so dass also durch 
jeden Punkt nicht mehr wie 2 Tangenten der Kurve 
gehen bezw. genau 2 , wenn wir zusammenfallende 
doppelt und imaginäre Lösungen mitzählen. 

Fragt man, welche Eigenschaft der Geraden ala 
Tangenten dual der fundamentalen der Punkte der 
Kegelschnitte entspricht, so sieht man leicht, wenn L 
wieder die Leitlinie, F den Pocus bezeichnet, und S 
der Schnittpunkt der beliebigen Tangente t mit Iji^-iat, 
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(Fig. 13), die Tangente t rouBS den Winkel 
zwischen L und SF nach konstantem Tei- 
lungsverhältnis teilen. 

Sei t|(u|T), dann ist der Schnitt S von L und 
t bestimmt dnrch S ! (| | if) wo | = 
und ^ = njV — VjO (cf. 1 




Flg. la. 
Nach § 12, 9 Ut Bin'(Lt) = 



(ua+vb-1)' 

U' + T* 

8F'=(g — »)'+('! — b)'; somit geht die Gleichung 

fiin»(t, SF) = e'8in»(Lt) oder 

nach Moltiplikation mit (u'+v') über in 

2) (T-v,-a.i)'+(ii„-ii-l)i)'=(iia+T,b-ljy 
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Die GleichuDg 2) enthält 5 Konstanten, und iat daher 
mit der allgemeinea Gleichung 2. £lssse ideatifizierbar. 
Es soll non gezeigt werden, dasa die Karven 
2. tiradea mit denen 2. Klasse zusammenfallen. 

Sei P{{x[y) ein Ponkt der Kurve C{ Gleichung 
1) and g{ux+vy— 1=0 (oder g{{u|v)) eine Gerade 
durch F. Eliminiert mau zwischen 1) und der Glei- 
chung für g die Grösse j, so erhält man für die Schnitt- 
punkte von und g 

3)»*[-l'-r(u*+v')]+2i[-l(v,-v) + j'v(av-uh) 
+y"]+K-v)'-:'[v'(a'+b')-2vb+]], 
wo ^ und y die alte Bedeutung haben. Entsprechend 
ist die Gleichung tat y, nur dass u mit t, a mit b 
vertauscht wird, wobei 4 in — A übergeht; 3) ist eine 
quadratische (irleichung, welche 2 XiösuDgen für x giebt, 
zu denen dann g das zugehörige y liefert. Oiebt man 
3) die Form: x'e+2<ri + r=0, so iat (Schubert, Arith- 
metik 8. 113): c*~pi>0 die Bedingung dafür, dass 
3) zwei reelle Lösungen hat, dass also g die Kurve C 
wirklich schneidet ; ist o' — ft^^O, so fidlen beide 
Lösungen in eine zusammen, die Gerade g{(u|v) ist 
eine Tangente der Kurve C; und ia "' — Q'<0, ao sind 
beide x imaginär, die Gerade g hat mit der Kurve G 
keinen (sichtbaren) Punkt gemeinaam. Die Tangente stellt 
also den Uebergang von den schneidenden zu den nicht- 
schneidenden Geraden dar. Davon durchaus verschieden 
sind die Geraden, für welche e=0 ist, wenn solche exi- 
stieren; sie haben zwar auch nur Einen Funkt mit der 
Kurve gemeinaam, aber sie liilden keine solche Grenze ; 
man kann, wie bei der Parabel noch näher ausgeführt 
wird, annehmen, dass sie von der Kurve im Unendlichen 
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geschuittea werden, da x = cc, wenn e = (i der Grlei- 
chang 3 formal genügt. Da p proportional e' ein 'w — 1 
ist, wenn w der Winkel zwischen L und g, so beissti 
p=0:sinw = + — , also nur, wenne>l, d.h. also 
bei der Hyperbel, giebt es zweiScharcn von 
Geraden, bestimmt durch sin w = + — , welche 
dieKurve im Endlichen nur in Einem Punkt 
schneiden; unter ihnen sind zwei, welch e 
Belbat den Charakter von Tangenten haben, 
die beiden, für welche auch ,. , — j-j- — ^.= 

ist, und von denen man sagen kann, daassie 
die Kurve im Unendlichen berühren! »ie 

heissen: Asymptoten. 

Damit also die Gerade (uiv) Tangente sei, muss 
o' — e» = sein; man sieht sofort, daas .^'{ve — v)' so- 
wohl in (F* als in pi vorkommt, also herausfällt, und 
der Ausdruck sich dann durch y dividieren lässt; die 
Glieder, welche dann noch y enthalten, geben zusammen- 
gefasst Bofort y (ua+vb — I)', die übrigen, wenn man 
geschickt zusammenzieht, z. B. 2^*Tb mit 2Ävh\i 
(Tg — t), fast ebenso mühelos die linke Seite von 2), also: 
Die Gleichung 2 ist die Gleichung der Kegel- 
schnitte in Linienkoordinaten, oder auch: Die 
Kurven 2. Grades sind Kurven 2. Klasse. Bei 
der last völligen Symmetrie der Gleichungen 1) und 2), 
sowie der der Geraden und des Punktes beweist man 
ganz ebenso umgekehrt: Die Kurven 2. Klasse sind 
Kurven 2. Grades, also: Die Kegelschnitte sind 
dieeinzigeuKurven 2. Grades und S.KIasse- 
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S 19. Die Oleichnn; der Tanfrente und der 
BerBlirnngTSsehne. 

Die fundamentale Eigenschaft der TaDgente: den 
"Winkel zwischen ihrem Brennslrahl auf der Leitlinie 
nnd dieser eelbat in konatnntem Verhältnu zu teilen 
— führt sofort zu dem Satz: 

Der Brennstrahl nach dem Berührungs- 
punkt steht auf dem Brennstrahl naoh dem 
Leitlinienpunkt der Tangente senkrecht 
(oder; das Stück der Tangente zwischen Knrve und 
Leittiaie erscheint vom Brennpunkt aus unter rechtem 
Winkel). 

Es ist nämlich (Fig. 12) PF = ePA nach 1) und 
das Loth von F auf S F nach 2) auch gleich e F A = F F. 
Der Satz ergiebt eine sehr einfache Konstruktion der 
Tangente, wenn F, L und F gegeben sind. Ferner: 

Die Leitlinie, SF, und die beiden Tan- 
genten Ton 8 an die Kurve bilden ein har- 
monisches Büschel. 

Ist S, der Schnittpunkt zweier Tangenten, nicht 
auf L, und wird L von der Tangente 8P, (Pig. 13) 
in S, und vou der Tangente SP, in S^ gesciinitten, 
Bo folgt aus 2) sofort, dass S von S, F und 8, F gleichen 
Abstand hat, und somit auf der Linie liegt, welche den 
Winkel S, FS, halbiert, da nun, wie eben gezeigt, 
S.FP, und S,FF, rechte Winkel sind, also gleich, 
so folgt: 

Der Brennstrahl nach dem Schnittpunkt 
zweier Tangenten halbiert den Winkel zwi- 
schen den Brennstrahlen nach den Berflhr- 
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ungapunkteD, oder auch: der Schnittpunkt hat von 
den BerührUDgsbrennatrahleu gleichen Abstand. 



Seien n und t die Koordinaten einer Tangente, 
X, und y, die des Beruhrongspunktea, ao daas also n 
und 7 der Gleichung 2) genügen, so geht 3) nach Multi- 
plikation mit p, weiIo' = pr ist, über in Cxp + ff)'^=0 
nlao iat S,p-f-'' = Oi da p in Ug, v^; u, t aymmetmch, 
BO ist yie+iT' = 0, wo a' aua a durch Tausch von n, 
mit Vg, u mit t, a und b hervorgeht, also 

^•-,(u-+v-) 

|-^(..-u) + y.(bu-.T) + yT] , 



1)1,= 



5)- 
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hiermit sind x, und y, dnrch u und t ansge- 
drüclct. Beachtet man, dasB nach: 4') x,a + y,v — 1 
=^0 idt, 30 ist 

— q,y-'q(',lyi) + '«i— ») ___ ^ 

wo q(x[y) oder 0[(xy) = u„x + v^y-l ist. Also ist 
u = zf, V— nf, wo f durch 4") beatimmt wiid. Da 

— der Eichtungafaktor der Tangente, ao ist ihre 

Gleichung 

J—7, = —^ (s— »,) oder 

y-' q(X!y,) qC^ly)— K— ») (x-a)— (y,— h) (y-b) = 

j'-'qK[y,)qKlyJ-('t-*)K-'')-(y-t')(y-i>) 

Die rechte Seite ist aber nichts anderes als die 
auf gebrachte Gleichung 1) der Karve, also ist die 
Gleichung der Tangente 

(^_a)(x-a)+(y,-b){y-b) 

Die Glei chung de rTangente wird erhalten, 
wenn man in der dea Berührangspunktes die 
Quadrate in ihre Faktoren auflöst, und in 
dem einenFaktor statt der Koordinaten dea 
Berührungspunktes die des laufenden Punktes 
der Tangenten einsetzt. 

Das Resultat läsat sich ohne Rechnung ableiten. 
Es ist PF.QP cosPFQ der rechten Seite von 6) 
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gleich (Fig. 12) aber nach 1) ist PF = ePA, und 
nacli2)iatQFco8PFQ = QE = eQB, somit 6) erwiesen. 




FJS- tS. 

Da (Fig. 13) e8B = SFcoaSFP, und ebenso 
) ist, wie schon oben bewiesen, 



eSB = 8FoosSFP„ 
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Ist P I (£ 1 17) ein beliebiger Punkt, and sollen von 
ihm aus an die Karre 1) die Tangenten gelegt werden, 
BO hat man die Oleicbang des Punktes : ^ u -f- <} t — 1 = 
mit der der Kurve in Linienkoordinaten zu kombinieren, 
also mit 2), daraus berechnen sieb die beiden Lösungen 
u, r, and n, y^, mittelst deren durch 4') die Koordinaten 
der BerQbrangspunkte z, y, andz^y, bestimmt werden. 
Man kann auch in 6} z und y durch g und ^ ersetzen 
und 6) mit 1) kombinieren, um direkt z, j^ und z,y, zu 
finden. Durch diese ist dann die Gleichung der Be- 
rlibrungssehne (Chordale) bestimmt, aber sie lässt 
eich direkt ableiten. Es gilt 6) sowohl für die 
Tangente n, v, in A ! (je, y,), als für die in B { (z, | y,)- 
Durch Subtraktion erhält man für den Bichtungsfaktor 
i von AB 

y.— y. _ q(g';)''a— y(g— ») _ ^_±_ 
^— ^ , q (f 1) ".— y («J-l») ' n * 

Also ist die Qleichung von A B 

y— y, t= I (z— z,) oder zz-|-yn = z,z + yjn 
oder, wenn man Identisches auf beiden Seiten hinzufugt 
9 (5 1) («» + r '-!)->■ [('-•) «-•) + (l-i) (^1>)1 

= 4«<i) K + y, '■-»-r [(«-•) B-«) + (y,-b> 
(,-b)]. 

Die rechte Seite ist aber nach 6) = 0, aomit die 
Gleichung der BerührungsBehne (Chordale) 

7) ^y^(.^^ + Jr,-i) (|n„ + T.7-l) = (x-a) 
' (5-a) + (,_b)(,-b) 
d. h. also dte SlelchnnK der BerUumiiffliiehM« kt die* 
selbe wie die der Tangente, nur dass aUM der KftOr* 
dlnaten des BerUmngspunbtes die des Schnlttpanlttea 
P der Tangenten eintreten, 

SimoB, Atulytlacbe Geometito der Eben«. ■ 
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§ 20. Pol und Polare. 

Man bezeichnet den Fankt F, den Schnittpunkt 
äer Tangenten, als den Fol der Sehne AB, und die 
Sehne AB als die Polare des Punktes P. Die Gleich- 
ung 7) wird als Gleichung der Polare gewöhnlich auf 
gebracht, sie ist 1) völlig unabhängig davon, oh die 
Lösungen u, v, und u, v, reell aind oder nicht, sie geht 
in die der Tangente über, sobald (| | ^) ein Punkt der 
Karve; die Polare existiert aUo immer, als reelle 
Gerade, gleichgiltig, ob sich von F die Tangenten 
ziehen lassen oder nicht, d. h. ob FA<FF oder 
>PF, ob P auBSerhalb der Kurve oder innerhalb 
liegt, sie fällt mit der Tangente zusammen im Gronz- 
falj, wo F auf der Karve. 2) Gleichung 7) ist sym- 
metrisch in Bezug auf f)(und(xy). Wir haben den 
wichtigen Satz: 

Liegt ein PunktQ auf der Polare vonP, 
so geht die Polare von Q durch P. Oder: 
Dreht sich eine Gerade um einen festen 
Funkt F, so bewegt sich ihr Fol P auf einer 
Geraden, der Polaren von P. 

"Wir haben dadurch ein Mittel, um jedem Pnnkto 
dual eine bestimmte Gerade zuzuordnen: seine Polaro 
in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt als Grund- 
oder Polarisationskurve; jeder Kurve n. Grades, 
d. h. deren Gleichung in x und y zusammen vom n. 
Grade, oder was dasselbe ist, jeder Karve, die von 
einer Geraden in n Funkten (reell oder imaginär) ge- 
schuitteu wird, entspricht eine Kurve d. Klasse, d. h. 
solche, bei der durch jeden Funkt n Tangenten gehen. 
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Den Kegels cbiiitteii, und nur diesen, entsprechen wieder 
Kegelschnitte, die Qrundkurve entspricht sich selbst; zu 
jedem Satz, der ausssgt, dass p Gerade sich ia Einem 
Punkt schneiden, gehört sofort dual der Satz, daas p 
Pankt^ die Pole Jener Geraden, auf einer Geraden, der 
Polaren Jenes Punktes, liegen und t. v. 

Die linke Seite der Gleichungen der Polaren und 
der Tangente verschwindet für alle Punkte A der Leit- 
liuie L, die rechte ist dem Kosinus des "Winkels zwischen 
den Brennstrahlen nach dem Pol und nach dem be- 
liebigen Punkt {x|y) proportional, somit ist Satz 1 des 
§ 18 S. 77 durch Rechnung bewiesen und zugleich 
seine Erweiterung: 

Der Brennstrahl nach dem Pol steht auf 
- dem Brennstrahl Dach dem Leitlinienpunkt 
der Polaren senkrecht und ferner: 

WennderPolaufL liegt, geht die Polare 
durch F, d.h. der Brennpunkt ist Pol der 



Die Analogie mit dem Kreis führt auf die har- 
monischen Eigenschaften der Polare. 

Sei P (cm) der Pol, g} (u[v) eine beliebige 
seiner Geraden und schneide die Kurve 1) in den 
Punkten C |(Xily,) und DJ (K,|y,) reell oder ima- 
ginär, alsdann gilt für die Koordinaten des Schnitt- 
punktes die quadratische Gleichung 3), und es ist wieder 
^*C-i-2xa+i = 0, also: {Schubert S. 113) 

X, 4-K, ^ — 2 ct:?; x,x, = .:f ^, 
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l'ragt man nach dem Punkt Q { (i, |ij,), der mit P die 
Puukte C und D harmouiach trennt^ so ist nach g 3. S. 19 

7'')ll'e + (f + 50''+'-O 
wo nach 3); t> = A.'-y(u' + y'); „^ ^(v.-v) + yv'a— 
j'u(vb— 1); i = Cy,— v)'— j-v'a'— yCvb— 1)', also geht 
7») über in 

'!'') {M + T«-v) (i, A + v„-T) = y [v'(ä-a)(|.-a) 

+ ^Ju + Yb-l)(|,U+Yb-l)]. 

Da .i = Uj|T — VjU und (durch g) sowohl fu — 1 
= — TjV als fj u — 1^ — jj, V, so haben wir 

1'^) y' (äu„ + 17 Y,-l) {i, U, + ,. Y,-l) ^ y' J. [(i, 

— a)(|,— a) + ()j— b){.;,-b)] woraus nach (erlaubter) 
Dlvinion mit v' wieder; 

l)q(Si)q(S,^,) = j'[(l-«)«,-«) + (l-l>)(^,-b)l 

d. i. aber die Gleichung der Polaren. Damit iat der 
Hauptsatz der Kegelschuittslehre erwiesen: 

Die KegeUchnittapunk teein er belieb igen 
Sehne werden durch einen Pol auf der Sehne 
und seine Polare harmonisch getrennt. 

Der Satz gilt YÖllig allgemein, gleichgültig, ob der 
Pol innen oder aussen, ob die sich um den Pol drehende 
Sehne die Kurve K schneidet, berührt, oder uicLt 
schneidet (d. h. die gemeinsamen Lösungen der Gleich- 
ungen 1) und der Sehne imaginär sind). 

Wir haben in diesem Satz ein Mitt«l, um von 
einem Punkt P (ausserhalb) die Tangenten an K zu 
ziehen und zwar mit alleiniger Hilfe des Lineals. Man 
hat nur nötig (Abschnitt 1 § 8), die Figur dea 
YoUatändigen Vierseits herzostellea. Man zieht also 
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▼on P dis beiden Sekanten P I, 2, P 3, 4, wo 1, 
2, 3, i Pankte der Eorre sind, zieht 1, 3 und 2, 4, 
eohneiden siah in Q, und 1, 4 und 2, 3 schneiden aich 
in R, BO iflt BQ die Polare von P. Verbindet man 
die Punkte Ä. nnd C, in denen EQ die Kurve K 
schneidet, mit P, so Bind PA nnd PC die Tangenten, 

Die Pankte PQR bilden ein aogen. Tripel, da 
PQ die Polare von R nnd PR die Polar« von Q ist, 
das Dreieck PQR entspricht sich also bei Pola- 
risation dorch die Kurve K selbst. Zieht man von 
Q eine Tangente an die Kurve, so liegt also der Be- 
rührungspunkt auf PR; Wir haben die Satze: 

Das Stuck jeder dritten Tangente zwischen 
zwei festen Tangenten wird durch den eignen 
Berührnngepunktund die Polare desSchnitt. 
punkts der festen Tangenten harmonisch ge- 
teilt, und 

In jedem Tangentendreieck schneiden 
aich die Ecktraneversalen nach den gegen- 
überliegenden Berührungspunkten in Einem 
Punkt und liegen die 3 Schnittpunkte der 
Tangenten mit den nicht zugehörigen 
Polaren in Einer Geraden. Ebenso einfach er- 
giebt sich aus der harmonischen Eigenschaft des voll- 
ständigen Yierseits der Satz: 

Die Diagonalen des einem Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks und die des zu- 
gehörigen umgeschriebenen Vierecks schnei- 
den sich in EinemPunkt. (Die Seiten des Einen 
sind Polaren zu den Eukra des anderen Vierecks. > 



8G Tl. Abaehnitt. Die Eegelschnitt«. 

§ 21. Sehnengcbar und Durchmesser in Eonjnnktfon. 

Rückt der Pol P ins Unendliche, d. h. werden die 
Geraden, die aiif ihm liegen, parallel, ao rückt der zu 
ihm harmonisohe auf jeder Sehne in die Mitte der 
Sehne, also : 

DieMitten aller parallelen Sehnen liegen 
aaf Einer Geraden, der Polaren dea in der ßich- 
tuDg der Sehneuachar unendlich fernen Punkt a. 

Polaren, deren Pol unendlich fern, 
heisaen Durchmesser. Der einzelne heisst der 
Sehnenschar, die er halbiert, konjugiert (zugeordnet). 

Der Durchmesser selbst schneidet die Kurve in 
8wei (reellen oder imaginären) Punkten ; die Tangenten 
in diesen Funkten gehören mit zu seiner Sehnenscbar, 
es sind also die Tangenten zu je zwei parallel, und es 
ist jetzt leicht, eine Tangente von gegebener Richtung 
zu konstruieren. 

Dieselbe Konstruktion , welche zum Fol F die 
Polare liefert, gieDt auch den zur Sehnenscbar kon- 
jugierten Darchmesser, nur sind 12 und 34 parallel ; also: 

DieVerbindungsgeraden der Endpunkte 
paralleler Sehnen schneiden sich auf dem 
konjugierten Durchmeaser und: 

Die Tangenten in deuEndpunkten einer 
Sehne schneiden sich auf dem konjugierten 
Durchmesser. 

Der Schnitt m zweier Durchmesser ist harmonisch zu 
Ewei Punkten im Unendlichen, also liegt seine Polare 
ganz im Unendlichen; es ist eine unendlich ferne Gerade, 
deren Koordinaten n = v — Ö sind, und da. wir gene- 
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raliter völlige Aequiralenz zwischen der Geraden und 
ihren Koordinaten hahen, ao müssen wir auch zu 
u = T = nur Ein» Gerade zuordnen, somit ist die 
Polare von M die unendlich ferne Gerade, und da sie 
jeden Durchmesser im Unendlicheil schneidet, somuas 
M die Mitte aller Durchmesser sein. 

Der Punkt M ist also der Mittelpunkt 
oder das Centrum des Kegelschnitts, d. h. 
ein Funkt, welcher jede durch ihn gebende 
Sehne halbiert; M kann auch ins Unendliche rücken 
oder, was dasselbe ist, die Durcbmesser können parHlleJ 
sein. Da es zu jeder, also auch zur unendlich fernen 
Geraden, nur Einen Pol giebt, so giebt ea auch nur 
Ein Centrum. Wir wollen nun diese Resultate durch 
die Kechnung bestätigen. 

Es sei P ( (||ij) ein unendlich femer Punkt, d. h, 

also S und t] oder doch eins von beiden über jedes 

" Mass gross, alsdann ist sicher entweder 1 : f oder 1 : ij 

^=0 und die Gleichung des Punktes P ist: uä + vf7=^0 

d. h. — ^ ^ -jj der Richtnngsfaktor aller Geraden 

durch P ist konstant, die Geraden von P siud parallel, 
wie an und für sich klar. Es geht dann 7) über ia: 

8) -*q(s|y) = )'[(^-»)v-(y-b)u] 
wo ^ wieder u^v — Vuü ist: Da 8) in z und y linear, 
so ist 8} i einer Geraden n, 8) hängt aber nur von u:v 
ab, und bleibt daher für alle parallelen Geraden, oder 
w. d. B., für alle Geraden von P, ungeändert, Ist 
G ! (u|v) eine bestimmte von ihnen, welche die Kurve 
K in {x,yj und Ci,y,} schneidet, eo ist ihr Bichtungs- 
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faktor ^= — d. h. es ist erlaubt, in 81 fHr 

u za Batzen y, — y, und für v — (x, — x,). Weil 
aber (xjy,) und (z,Iy,) die GFleichnog 1 der Kurve 
erfüllen, ao wird 8) erfüllt, wenn 2i = x, + x,; 
2y = y, + y, gesetzt wird, d. h. die Gerade 8, die 
Polare 7t von P, gabt durcb die Mitta jader 
Geraden von P d. b. sie halbiert die Sohaar 
paralleler Sebnen, deren Biobtungef aktor 
— tt : T ist. 

Sei jetzt ji' konjugiert zn ( — u':v') ein zweiter 
DurchmesBer, so ist für den Schnittpunkt M aowobl 
n^O als n*^=0 und somit 

l (i-.)v-(r-b)a ».v-y.. 

«^> II-(i-.)v'-(r-b)«'- u.Y'-,.u' '»■'^ 

aber — ^ir = ~^ ^^^^ (* — *) =*'''o; (y~'') = *''i 
folglich argiebt 8} für die Bestimmung von #, da 

d = [(x-a)v-(y-b)u]:,i ist: 
q(x|y)=*(u,' + V)-l+au,+ Y,b=j,*; d. b. 
8..^^ -e>,a+v,b-l) 

und (x— a)=*u,; {y— b) = *T,i x = o + *uo; 
y = b + dv, 
d. h. aber aus den Koordinaten voa M sind so- 
wohl u und V als auch u' und v' völlig ver- 
Bchwunden, sie hängen nur von den Kob- 
Btanten der Kurve ab, der Punkt M ist also 
für alle DurchmaHser derselbe. 

Ist e ^ 1, BO iat ^ und damit x und y unendlich, 
d. h. also : beider Parabel liegtdas Centrum im 
Unendlichen, ihre Durobmesier sind parallel. 
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Ho. 8 lägst sich aach schreiben 
9) i(^u,-Tj-) + y(.iv. + nj')-(^-j'ay+rbn)=0 
oder la + yjJ — n^O; ea sind also {^n, — vy):a und 
(,lv,-t-n7):n die Koordinaten U und Y des Darch- 
mesaera, welcher der Biohtong (n|T) koi^ngiert ist nnd 
—a:ß ist sein Eichtungsfaktor. Für die Parabel ist 
— o:j» = — To:n,, d, h. nach § 12 8. 53. 

Die Durchmesser derParabelstehen auf 
der Leitlinie senkrecht. 

Da für die Parabel das Centmm als Pol auf seiner 
Polaren liegt, so sagt man, dass die Parabel von 
der unendlich f ernen Qeraden berührt wird. 

Man zeigt umgekehrt, dass die Polare /* von 
M I {i\i) die unendlich ferne Gerade ist. Ea.ist 
qQ^)=Y9, also wird 7) nach Division mit y* 

,(x|r) = (i-,)», + (r-b)y, 
^ K-".) + r ('.-».)- (1 + »». + b ',) = 

d. h. aber ft hat die Koordinaten 1 oder f* i a t die 
unendlich ferne Gerade. 

Es ist ebenfalls sofort zu Terifiziren, dass M a u f 
jedem Durchmeaaer liegt, da 1T5 + Vij = 1 oder 
w. d. i. aS-h ß^^n 'ist, man braucht nur die Gleich- 
ung *(n|,' + V|,' — y)^= — (ua + yb — 1) za benutzen; 
dass dann M die Mitte jedes Durchmessers ist, folgt 
sofort daraus, dass aein i. harmooiscber im Unend- 
lichen, wird aber auch direkt mit Benutzung tou 

^ "t = —-^ (§ 19 S. 83) nachgewiesen nnd ohne 

jede Mühe, wenn man den Koordinaten an fangspnnkt 
nach F verlegt d. h. n = ,1 setzt 

Unter der Sehnenaohaar (n | v) welche der Dureh- 
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messer (TJ|V) halbiert^ ist Eine, welche durch M geht, 
also selbst ein Darchmeiser (U' V) ist, zugeordnet dttr 
Richtung (u't'). 

Aus den Gleichungen 9) folgt dann 
n'U' = ^X-vV = »"i 
ii'Y'= ^'v^-\-\i'y~vv und hieraus 

u' TT 

i. h. aber: — ^ ^ -^ij- also: 

GehärteinDnrchmesserzurSehnenschaar 
eines aaderan, so gehört der andere zur 
Sehnenachaar des ersten. 

Solche Durchmesser heissen konjugiert. Diese 
Zuordnung ist für die Parabel gegenstandsloa, 
weil nur die unendlich ieme Gerade als durch M 
gehend und dem Durchmesser nicht parallel angesehen 
werden kann, bezw. da alle Durchmesser parallel sind, 
jeder sich selbst konjugiert ist. Da der 2. Schnitt- 
punkt des Durchmessers der Parabel mit der Kurve 
im Uneudlichea liegt, so geht die Eurve mitten 
zwischen Pol und Polare hindurch, and dies 
ist die charakteristische Eigenschaft der Parabel. Ist 
M im Endlichen gelegen, so kann der Durchmesser auf 
seiner Sehnensuhaar senkrecht stehen, die Bedingung 
dafür ist (§12 8. 53) uU + yV=0, d. h. aber; 

^KU + Y„Y)=0 

Ist ^ identisch d. h. ist u,, ^ und t^^O, 8 
sind alle konjugierten Durchmesser aufein- 
ander senkrecht, dann ist aber die Leitlinie die 
unendlich ferne Gerade, d. h. die Kurve ist der Kreis, 
ucd wir treffen hier eine wohlbekannte Eigenschaft des 
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Kreisei wieder. Ist ^ nicht identisch 0| ao haben wir 
nur die Lösungen a ; v ^^ u^ : v^ oder u:y = — (v,, ; u,), 
beide Lüsnngen ergeben ein einziges Paar Ieod- 
jugierter Oarchmesaer, welche aufeinander senk- 
recht stehen: der Durchmesser parallel der Leit- 
linie und der auf ihr senkrechte. Diese 
Durchmesser heissen die Äsen der centralen 
Kegelschnitte: Ellipse und Hyperbel. Aus 
8] folgt, dass Eine der beiden, die auf L senkrechte, 
durch den Brennpunkt geht, dieae Aie Leisst 
die Hsnptaxe, die andere bei der Elipse kleine — 
bui der Hyperbel Nebenaxe. 

Auch bei der Parabel giebt es einen Durchmesser, 
der seine Sehnenscbaar unter rechtem "Winkel halbiert, 
der, dessen Sobaar die Richtung der Leitlinie hat. Da 
für diesen Ä^=0, so geht auch er durch den Brenn- 
punkt und heisst die Axe der Parabel. Oft nennt 
man die Axen gemeinsam Hauptaxen. 
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Die Parabel. 

§ 22. Oestalt der Knrre. 
Die Parabel ist der Kegelschnitt für den e = 1, 
ä. h. sie ist der Ort der Punkte, welche von einer 
festen Geraden, — der Leitlinie (L) — und einem 
festen Punkt — dem Brennpunkt (F) — gleichen Ab- 
Btand haben, bezw. ist aie die Kurve, welche von der Ge- 
samtheit aller der Geraden umhüllt wird, welche L so 
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Bchneiden, daBS aie den Wiokel zwiBohen L und dem 
Brennetrahl nach dem Schnittpunkt halbieren, oder, 
waa dasselbe ist, sie ist der Ort der Symmetrieaxen 
aller Strecken, welche von F nach L gezogen werden 
können (Fig. 14). Den Berührungspunkt B selbst er- 



hält man, wenn man in dem zugehörigen Funkte der 
Leitlinie auf ihr das Loth errichtet (Fig. 15). Aus- 
gezeichnet ist die Tangente, welche L parallel ist, sie 
geht durch die Mitte S des von F auf L gefällten 
■i^thes FG. Punkt B beisst: Scheitel der Parabel, 
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äie Tangente inS: die Ucbeiieltangente, die Ge- 
rade G F ist nach DeGoitioQ die Aza der Parabel. 
Die Senkrecliten ant L, welche die BerUhrungspankte 
liefern, lind die Durchmesser. Sie haben mit der 
Karre zwar auch nur einen Punkt gemeiuBam, aber ihr 
Schnittpunkt im TJnendlichea kann ala Parabelpnnkt 
gelten, weil das Verhältnis P F : P A aioh mit wach- 



?lg. 15. 



■ender Eatfemung des Punktes P mehr und mehr der 
Einheit nähert. Man sielit, die Kurve liegt ganz auf 
der Seite von Li, bezw. der Scheiteltangeute, auf der 
F liegt. Die Axe teilt L und damit die Kurve in 
zwei aym metrische Teile, die Tangenten drehen sich 
¥on der Scheiteltaagente oberhalb and unterhalb tort- 
während nach der Axe zu, bis sie in unendlicher Ent. 
femung tou 8 untereinander und der Axe parallel 
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werden, nnd die Axe dar Kurve and einander im nn- 
endlick fernen Ponkt der Parabel treffen. Alles diea 
ist leicht durch die Rechnung zu bestätigen. 

Wühlt man S zum Anfangspunkt, die Axe zur 
X-Axe , die Scheiteltttngente zur Y-Axe , nennt die 
Länge yon F3 kurz p, und setzt als -|-X den Strahl 
SF fest, BO ist: 

u, = — 2/p; Vo = 0; ii=7,p; b = 0; e=l 
nnd damit gehen 1) nnd 2) des § 18 ttber in 

1) y'=2px; 2) v*+2np-' = 
wir haben also dieselbe Erecheinnug wie beim Kreis. 

Die Parabelgleichuug enthält in Punkt wie in 
Lioienkoordinaten nur die eine Konstante p, von der 
die Gestalt der Kurve abhängt, sie heisst der Para- 
meter, QreDzfälle sind p^O— dann artet die Kurve 
in die (doppelt za denkende) X-Axe aus — und p = <», 
dann geht die Kurve in die unendlich ferne Gerade 
über. Da in Folge von 1) y = + y2p^i dagegen 

x=- — völlig bestimmt ist, so folgt, dasa die X-Ase 

Jp^ 

d, h. die Kurvenaxe für die Kurve eine Symmetriease 
ist, ferner dass auf jeder Seite der Axe die Punkte 
der Kurve sich von beiden Seiten fortwährend ent- 
fernen, aber so, dass die Abstände von der X-Axe sich 
immer schwächer und schwächer ändern, so daas die 
Kurve im Unendlichen als der X-Axe parallel ange- 
sehen wird. Zu 3i=-|-oo gehört zwar auch y^ + oa 
und y = — 00, aber da wir die Gerade ab im TJn. 
endlichen geschlossen denken, so können wir diese 
beiden Punkte (x[+«)) und (x| — oo) als zusammen- 
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fallend anaelien und im verachwindenden Abstand 
von der X-Axo, weil Y^ gegen x veracli windet , wenn 
X über jedea Mass grora , so dass wir die Kurve 
als im Unendlichen geschlossen decken and den un- 
endlich fernen Funkt in der Richtung der Axe. Es 
hindert ferner nichts , anzunehmen , dass zn jedem 
y ansser dem x, welches 1 liefert, noch der "Wert 
X =" 00 gehört, entsprechend der Thatsache des vorigen 
Paragraphen, wonach olle Durchmesser (deren Glei- 
chung 7=0 ist) die Kurve im anendlich fernen Punkte 
Bohneiden. 

Die Gleichung v'-i-2ttp— ' = zeigt a), dass zu 
jedem n zwei gleiche nnd entgegengesetzte t gehören, 
d. h. dass zu jedem Funkt der X-Axe zwei sym- 
metrisch gegen die Axe gelegene Tangenten gehören, 
die reell sind für alle negativen a, d. h. fUr alle 
Funkte anf dem Strahl 8G, für S seihst fallen 
beide v zasammen. Zu jedem v gehört nur ein u, 
es giebt scheinbar darch jeden Funkt der Y-Axe, 
d. h. der Soheiteltangente , nar Eine Tangente, dazu 
kommt aber wieder die Lösung u ^ oo , d, h. die 
Scheitel tangente selber. Die Gleichung 2 giebt eine 
bequeme Erzeugung der Karve aus ihren Tan- 
genten. Die Gleichung v'-|-2up— ' = ist hervor- 
gegangen ans (T* — fi des § 18, wir entnehmen daraus 
den Satz: 

EineGerade a c hneid et d i e P ar ab e I , 
berührt sie, schneidet sie nicht, je 
nachdem der Gegenpunkt des Brenn- 
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die BrennpunktB Seite der Leitli 

auf die Leitlinie, oder entgegenges 

fällt. 



Die Gleichungen der Tangente und der Polare 
folgen aus 7) and 8) des § 21. 

3) yy'=p(x+s') bezw. 3') yi7 = p(x+|). [Be- 
riihrimgapunkt {(x'|y'); Po' {{^l*?)]- 

Aus 3) bezw. 3') folgt, daes wenn y = 0, so 
x = _x'(bezw. — I), d. h. die Tangente (Polare) 
acbneidet die Axe so, dasa der Scheitel in 
der Mitte zwischen dem Schnitt nnd dem 
Fusapnnkt der Ordinate des Berahrangs- 
punkta (Polea) liegt. 

Ans 3) erhellt die fftr die Parabel charakteriatisohe 
Thateaohe, daas die Konstruktionsfigur ABF 
der Figur 15 sich za der Baute ABFT ver- 
vollatändigen (Fig. 16) lässt, sowie der Satz: 

Alle Parabeltangenten (bezw. Polaren) 
werden Bwiachen Earve (Dnrchmesaer) und 
Äse Ton der Scheiteltangente halbiert. 

Die Senkrechte auf der Tangente im Berübnmga- 
punkt heiast bei allen Knrven Normale, das Stück 
der X-Axe zwischen dem Fnaapunkt ß der Ordinate und 
dem Schnittpunkt T der Tangente heisat Snbtangente 
daa Stück zwischen dem Fusapunkt ß und dem Schnitt 
der Normale N heisst die Suhnonnale. 

Ana der Kongruenz der Dreiecke TAQ nnd FB^; 
QAF und ^BN folgt: o 
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Wie Snbtangente ist doppelt so lang als 
die Absciaae and w&a wichtiger: 

Die i^ubnormale ist. konatant and gleich 
dem Parameter. 

Schlägt man um F mit dem Brennatrahl FB den 




Kreis, so trifft er die Ase in T und N und liefert 
Tangente und ^formale zugleich. Da die Tangente die 
Symmetriease su F A , ao iiit es leicht , von irgend 
einem Funkt F an die Parabel die Tangenten za kon- 
struieren. Man hat nur um P mit P F einen Kreis zu 
schlagen, der {wenn P ausserhalb, d. h. PF>PC) 
(Fig. 17) die Leitlinie in den Funkten A und A, 
schneidet; die Symmetrieasen zu FA bezw, FA, sind 
Simon, Analytlscle Geometrie der Ebene. T 
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dann die Tangenten ond B und B, die Berührnnga. 
punkte. 

Da die Tangente den Winkel ABF halbiert, so 
halbiert die Normale den Nebenwinkel, d. h.: 

Alle Strahlen, welche von P her die Kurve 
treffen, werden in der £,iclitang der Axe za- 
riickgeworfen^ nnd alle Strahlen, welche in 



Flg. 17. 

der Richtung der Axe von innen kommend 
die Enrve treffen, werden im Brennpunkt 
gesammelt. 

Diese Eigenschaften, von denen der Brennpunkt 
seinen Namen hat , machen die parabolischen Spiegel 
so wichtig für Optik, Wärmelehre und Elektrioitüt. 
Die Parabel hat ausserdem noch Bedeutung für die 
Mechanik als Wurflinie, Grenzfall der Ketten- 
linie und für die Astronomie als Kometenbahu. 
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§ 23, Weitere Brennpankteeigenscluften. 
Vervollständigt man Fig. 17 dadurch , daaa man 
F mit B und B, verbiodet und zu AA, die Axe zieht, 
welche durch F geht, läset dagegen A, F weg, so ent- 
steht Fig. 19. A,FF ist als Centriwinkel doppelt 




Fig. IS. 

BO gross als der Peripherie winkel Ä, A F, welcher gleich 
ABF ist, weil beide den Winkel BAF zu 90' er- 
gänzen; somit ist <A,FF = <ABF, d. h. die Dreiecke 
A,FF und ABF, sowie ihre Hälften, sind ähnUch. 
Die Fig. 18 ist wie Fig. 16 für die Farabel charak- 
teriatisoh, sie ergiebt eine Beihe von Sätzen (und Auf- 
gaben), von denen einige schon im vorigen % als all- 
gemein giltig erwiesen sind. 

Als speziell für die Farabel gelten: 

1) DerBrennstrahl nach dem Folist 
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ittlflre Proportionale zwisohen den Brenn- 
trahlea nach den Beräbrnngapnakten. 

3)DieQnadratedeTTangentenTerhalten 
ich wie ihre BerUhrnngsbrennstrahlen. 

3) Die Tangenten bilden mit demBrenn- 
trahl und dem DarohmeBser Dach ibrem Fol 
Jcbnittpunkt) wechselweise gleicbe Winkel. 

4) Der Tangenten winkel ist die Hälfte 
es Winkele, nnter dem die Polare TomBrenn- 
nnkt ans erscheint. 




Flg. 19. 

Da Winkel B,PF gleich PBF, so hSngt er von 
der Lage des Fanktes P auf der Tangente FB nicht 
ab, d. h.: 

5) Zieht man vom Brennptmtt aus nnch allen 

Tangenten unter konstantem Winkel Strahlen, so bilden 
die Scheitel diejenige Tangente, welche mit ihrem Be- 
ruh rnngshi-enostrahl diesen Winkel bildet. 

Sei ABC jetzt ein von 3 Tangenten gebildetes 
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Dreieck (3 Parabeltangenten bilden eteta ein Dreieck, 
da, weil M des vorigen § im Unendlichen, nie 2 Tan- 
genten einander parallel sind) und zieht man durch A 
und B den Durchmesser, und verbindet Ä nnd B mit F, 
(Fig. 19), so folgt aus Satz 3 (Fig. 18) sofort, dasg 
■<ACB und AFB gleich sind, weil beide gleich 
a — ß, also: 

6) Das Stück jeder dritten Tangente 
zwischen zwei festen Tangenten erscheint 
von F aus unter dem festen Winkel; oder: 

7) Der Brennpunkt liegt auf dem jedem Tangenten- 
dreleck umgeschriebenen Kreis. 

Durch 3 Tangenten wird also der Brmnpunkt auf 
den Umkreis ihres Dreiecks gebannt, während die xu. 
gehörige Leitlinie sich um den Köhenachnittpunkt dreht, 
durohlTangentenistalsodieParabel völlig 
bestimmt; 4 Farabeltaugenten bilden stets ein voll- 
ständiges Yierseit mit 6 Ecken im Endlichen, die 4 Um- 
kreise der 4 Dreiecke solcher Konfiguration schneiden 
sich atets in Einem Punkt. Also: An jedes voll- 
ständigeVierseitohneparalleleSeitenlässt 
sichEine und nur Eine Parabel auschreiben. 

Der Schnittpunkt zweier Umkreise zweier Dreiecke 
ist F, die GegenpnBkte von F in Bezug auf zwei Seiten 
bestimmen L, 

§ 24. Sehnen- nnd Folar-Eigenschaften. 
Die Glleichung der Sehne kann man entweder ebenso 
wie beim Kreia ans 1) des vorigen § ableiten, oder sie 
allgemein für alle Kegelschnitte ableiten und dann 
spezialisieren. o 
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Bezeichnet man die Form (die linke Seite der auf 
gebrachten Qleiohung) der Tangente agleiohung mit 
T "* wo p den laufenden Pankt und b den BerülyTingB- 
punkt bedeute, und T eich nicht Bndert, wenn man 
beide vertauscht, bo ist die Gleichung der Sehne durch 
A j(ijy,) undB [ (i,ly,):T,'* + T,''=T,', somit 
für die Parabelsehne 

4) y ?!— P (3t + «.) + y y,— p (x + 1,) = y, y,— p(i,+x,) 
oder yy, — px + yy, — px = y,y, 
odery{y, + y,)— y,ö', +y,)=2px— 2px,i(y.'=2pjt,) 

d. h. 4»)y-y.=-^^HL(^_^_). 

Der Bichtungsfaktor jeder Sehne ist also — ~ — 
wenn ij die Ordinate ihres Mittelpunktes bedeutet. 
Ist S die Abacisse zu tj, so ist, da (f | <?) auch auf A B 
lie«t 

Die Gleichung der Sehne ist in dieser Form mit 
der der Tangente völlig ideutisch und an Stelle des 
Beriihrnngspunktes tritt der Mittelpunkt der Sehue; 
und sie gehen in einander Über, wenn (||<i) ein Funkt 
der Kurve d. h. wenn A und B zueanim anfallen. 

Da -^ der Bichtungsfaktor der Sehne, so folgt 

hier direkt der Satz: Die Mitten der parallelen Sehnen 
liefen auf einer Parallelen zur X-Axe, d. h. auf einem 
Durch messer. 

Nennt man die Senkrechte auf der Sehne in der 
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Mitte M<(f[i7) die Sehnennormale , so tat deren Qlei- 
chiing 

5) y-i=^(«-l) 

woraus wenu y = gesetzt wird, erbellt, dasB ganz 
allgemein Tiir alle Sehnennormalea der Satz gilt: Die 
Subaormale iat konstant und gleich dem 
Parameter, 

Bezeichnet man den Winkel, welchen die Sehnen- 
schar mit ihrem DurchmeBser bildet, mit ß, so ist 
•j^pcot/I die Oleiohnng des Durchmeaaera. Der Funkt 
S, in welchem er die Kurve im Endlichen trifft, heisst 
aein Scheitel, dessen Abacisse f nach 1) gleich V,p 
cot'i^. Die Tangente im Scheitel S hat ebenfalls wie 
5) zeigt, den Kichtnngsfaktor p,'^ = tgjS, wie achon 
bekannt ist. Transformiert man die Gleichung 1 der 
Kurve auf den Durchmesser ^ = pcot)J ala X'-Aie 
und die Tangente in S als Y'-Axe, so ergeben unsere 
Gleichungen aus § 13, da o = und 'ß = ß und w^ 
90*, ist 

X = x' + y' cos 3 + V, p' cot* (J; y = y' sin ;fl + p cot ß, 
somit y' ain'^ + 2py'co8/'-f-p'cot'i? = 2ps; — 2px' 

+ 2py'coB^+p'ootV 
also 

6) y''^2p'K' 

wo p'=p/8in'jJ. In Worten: 

Die Parabelgleichung behält in Bezug 
auf einen belieb igen Durch m es serala X-Axe 
und seine Scheiteltangente ata Y-Axe ihre 
Form, ja selbst p', der Parameter der Sehnenachar 
oder dea Dorohmesaers , behält die Bedeutung ; da ea 
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gleicli ('/,p + ^) 2, so ist es gleich dem doppelten Ab- 
stand dea Sclieitels 8 von der Leitlinie. Die Glei> 
chungen 5 der Sehne und Tangente behalten also auch 
ihre Form, nur geht p in p' über und es bleiben also 
auch die Sätze die daraus folgen, z. B. : 

Jede Tangente schneidet jeden Durch- 
messer so weit hinter dem Scheitel, als die 
konjugierte Sehne durch den Beröhrnngs- 

Wir fiuden, heiest dies, durch Rechnung den Sulz 
bestätigt: 

Die Tangenten im Endpunkt einer Sehne schneiden 
den konjugierten DurchmeBser so weit hinter 8 als die 
Sehne vorne, oder: Der Fol liegt auf seinem Dnrcb~ 
measer so weit hinter dem Scheitel als die Polare vorne. 

Wenn also Ptilt ein Tripeldreieck (§ 20 
8. 85) ist, 80 bestimmen die Mitten der drei 
Seiten die 3 den Polaren parallelen Tan. 



§ 25. Qnadrieron^, Potenzsatz. 

Auf dem eben bestätigten Satz beruht die Qua~ 
drierung der Parabel. Sei P ein Funkt ausserhalb 
der Kurve, AB seine Polare (Fig. 20), S. der Scheitel 
seines Durchmessers. Die Tangente in 8 halbiert als 
Parallele zu AB Strecke PA in P, und PB in P„ 
also ist: Dreieck ASB = 2 Dreieck P,PP, (sie 
haben gleiche Höben und AB ist =2P,P,. 

Man kann nun ebenso durch P, nnd P, die Durch- 
messer P, 8, und PjS, ziehen, dann wieder in 8, und 
8j die Tangenten, welche wieder P^A und PiS bezw. 
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P,B undPjS halbieren, und Bofort in iofioituiu; stets 
ist das Sehnendreieck das Doppelte des Tungentea- 
dreiecka. Die SehueDdreiecke füllen dann BoUieaslich 
das Farabels«gment A8B aus, nnd die Tangenten- 
dreiecke die Fläche zwischen der Kurve and den 
Tangenten in A und B. Da alle Glieder der < 
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Summe doppelt so gross als die einzelnen Glieder der 
anderen sind, so ist auch die ganze erste Summe doppelt 
so gross als die zweite. Also ; 

Die Parabel teilt das Dreieck des Pols 
und der Polare im Yerhältnis von 1:2 oder 

Das Parabelsegmeat A8B ist % des Drei- 
ecks APB. 
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Man kaiiD auch aageu (da SMB ebenso '/^ voq 
PMB ist): 

Die Parabel teilt das Parallelogramm 
aus den Koordinaten eines ihrerPnnkte (be- 
zogen auf irgend einen Durchmesser und seine ScheiteU 
tangente als Axen) Ton innen nach aussen im 
Verhältnis 2 zu 1. 



Fotenzsalz. 
Sei (Fig. 21) AB eine Sehne, P ein beliebiger 
Punkt auf ihr, M die Mitte, SM der konjugierte Durch- 




messer. Die Polare von P schneidet AB in Q, so dess 
also A und B durch P und Q harmoniach getrennt sind, 
sie schneidet den DDrchmeaser durch P in D, so dsss 
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D8, und S,P gleich sind und trifit MS im Pol C von 
AB, so daas GS und SM gleich sind. Alsdann ist, 
wenn BM=y' naeh 6) y' =2p'x', wo p' nur von 
der Sehne AB abhängt; es ist »ber y'*=MP.MQ 
^ 2 p' x' und wegen der Aehnlichkeit 2 x' , Q F ^ 
MQ.PD, also MP.PQ = p'PD = 2p'p", wenn p" 
den Abstand des Punktes P vom Scheitel seiner Dorch- 
messer bedeutet; MP.PQ ist aber BP.PA und somit: 

Das Bechteck aus den Abschnitten der 
Sehne im Punkte P ist gleich dem Produkt 
aus dem Parameter der Sebnenschar und dem 
doppelten Scheitelabstand des Punktes F. 

IMoBechteckeauH den Abschnitten zweier 
sich in P schneidenden Sehnen verhalten 
sich wie die Parameter. 

Das Verhältnis derBechtecke bleibt un. 
geändert, wenn beide Sehnen parallel ver- 
schoben werden. 



VIII. Abschnitt. 

Ellipse. 

§ 26. Die Kurv e. 
Die Ellipse ist der Kegelschnitt, dessen numerische 
Escentricität e kleiner als 1 ist. Sie besitzt ein Centrum 
M, eine Hauptaxe die durch F geht und eine kleine 
Ase, welche senkrecht auf jener, der Leitlinie L parallel 
ist. Wählt man die Hauptaxe zur X-, die kleine Axe 
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zur Y-Ase, ao ht in 1) des Abscbuitts VI zu «etzen: 
v^ = 0, b = 0; e<l forner ist in den Gleichungen 
8:a+''u, = 0, Bomit n,= — , dann geht 1) über in: 

1) Ji'(l — e')+y'=a"e-ä(l — e') o^« 

Ersetzt man (d. h. den absolnten Betrag 

Ton a : e) durch A und \— durch B, so gebt 

1' über in 

Dies ist die Oleichnng der Ellipse für das Hanpt- 
axensystem. Da wenn y = 0, x = + A, and wenn x = 
y = + B, so sind 2 A und 2B die Längen derHanpt- 
oder grossen Aie und der kleinen Axe, 

In 1*) kommen unr die Quadrate von x und y vor, 
daraua folgt, dasa die Kurve sowohl in Bezug auf die 
X- als auch Y-Axe symmetrisch ist; die Hanptnien 
teilen die Kurve in 4 kongmento Teil-Qaadranten. 
Die Symmetrie in Bezug auf die Y-Axe erfordert, daaa 
die Kurve symmetrisch zu F und L noch einen zweiten 
Brennpunkt F, und eine zweite Leitlinie L, beützt. 
(Fig. 22). Man aieht sofort , daaa auaaerbalb dea 
Parallelogramms (+A| + B); (— A| + B); (_A|— )B; 
(-1-A| — B) kein Punkt der Kurve liegen kann. Die Funkte 
S und S' resp. a und o* heisaen die Scheitel der Kurve. 
Die Länge von F M, welche | a | ist und daher A e ist, 
heisat die lineare Exoentricität, während 
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der Abstand der Leitlinieti von M, gleich Ae-^ ist. Die 
Ellipse ist eine geschlossene ganz im Endlichen ver- 
laafende Kurve, deren nahe Verwandtschaft mit dem 
Kreis schon ans 1") hervorgebt, sie wird znm Kreia, 
wenn A— £, d. b. aber e— 0; dann fallen beide Brenn- 
punkte auf M und beide Leitlinien ins Unendliche. 
Umgekehrt sieht man, dass die Ellipse aus dem Kreii 
um M mit dem Durchmesser 2 A, dem Hauptkreia, 




durch Dmck gegen die X-Axe (bezw. aus dem Kreis am 
M mit Durchmesser 2B durch Zug) hervorgeht, bei 
dem alle Abacissen nngeändert bleiben , die Ordinaten 
alle im Verbältnia A/B zusammengedrückt (bezw. wie B: A 
ausgedehnt) werden. Diese Bemerkung ist zuerst 
von Stevin (1585) benutzt worden, um die Geometrie 
der Ellipse ans der des Hanptkreises abzuleiten. Da 
alle Bechtecke, deren Grundlinien anf der X-Axe liegen, 
und deren Ecken entsprechende Punkte sind, d. h. 
deren Ordinaten sich wie A/B verhalten, anch sich 
wie A'B verhalfen, so sieht man, dass jedes Ellipsen- 
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flacheDstiiok sich zu dem entsprechenden KreisflächeDstück 
wie B:A verhält insbesoDilere ist der Inhalt der 
Ellipse ABn. Die affina BezieHong liefert die neben- 
stehende Konstruktion der Ellipse mittelst der festen 
Kreiae um M mit A and B, welche auf dem Beissbrett sich 
durch Yerschiebung der ßeissschiens sehr schnell aus- 
führen lässt. 




Flg. IS. 

Man konstruiert anabhängig vom Hauptkreis be- 
liebige Kurvenpunkte, wenn man FA der Fig. 12 
innerhalb und ausserhalb im Verhältnis e teilt und Über 
die Teilpunkte als Durchmesser den (Apollonischen) Kreis 
schlägt, der die Senkrechte sufL in A in den Kurven- 
punkten B und B, schneidet. <^^ 
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Die Gleichung der EUipse in Linienkoordinaten 
wird (naoli Abschnitt VI) 

2) A'u'+B'v'— 1 = 0, 
and man sieht, dasa mit ganz uuvesentlicber Aenderuug 
die Beohnung sich wie beim Kreis gestaltet. Die 
Koordinaten der Tangenten vonF|(x,|y,) sind wieder 
_ B'x. + pABy. A'y. + pABü:, 

""" A'y.'+B'r,* ' ^" A'y," + B"i,' 
also die Gleichungen der Tangenten 

wenn wieder p' das Besaltat der Substitution von Xp 
yp in die Form der ElUpsengleichnng bezeichnet, und 
Potenz heisst. lat p' = 0, d. h. P auf der Kurve, 
so giebt es nur Eine Tangente, deren Gleichung daher 

ist. Wenn p*>0 d. h. P ausserhalb der Ellipse, ^ebt 
es zwei reelle Tangenten, and wenn p'<0, d. h. P 
innerhalb der Kurve, so sind die Tangenten imaginär. 
Die Gleichung der Polaren ist der Form nach mit der 
der Tangenten identisch, nnr dass s, und y, die Koor- 
dinaten des Poles sind. Da wenn y = 0, x, «i = A', so 
ergiebt 3^) eine einfache Konstrulttion der Tangente 
in P, mittelst des Fythagoras; man schlägt um M mit 
A den Kreis (dessen gedrucktes Abbild die Ellipse ist), 
verlängert die Ordinate bis sie den Hauptkreis im ent- 
sprechenden Funkte trifft, legt an diesen die Kreis- 
tangente, schneidet die Grosse Axe in der Entfernung 
X, von M, im Funkte T, so ist T P die Tangente. (Fig. 22.) 



112 Virr. Abschnitt. Ellipse. 

§ S7. Konjugierte Darchmcgser. 
"Wir fanden S. 89 zwischen den Richtangefaktoren 
konjugierter DarchmeBser die Beziehung 

n' _ -t",— vy _ tt.'+v.* 

v' ^v.+ uj.' "'"' e« 

da hier Vo = 0, n, = — , so ist j< = a-^, wenn der 




Flg. ti. 

Einfachheit halber die HaDptmten fortab mit 2 a und 

2b bezeichnet werden; da ^^^n„v, so ist— ;- — ^e' — 1, 

also wenn man (Fig. 24) die "Winkel, welche die Durch- 

mesaer mit -i-X bilden, ^ and &' nennt. 

b' 
4) tang & tang &' = — —^. 

ÄuB dieser einfachen Beziehung entspringen eine 
Reihe von Fol gerungen. 

1) Der Quotient ändert sich nicht, wenn beide 
Axen den Faktor i erhalten. Faset man also M als 
AehnlichkeitBcentrum und bildet die Ebene, in der die 
Ellipse liegt, von M ans im GrundverhältniB S ähnlich 
ab, Bo entspricht der Ellipse nm M mit den Halb-Aicen a 
nnd b, die E 1 1 i p s e mit den Halb-Axen d a und S b ; kon- 
jugierte Durchmesser dervonMaus ähnlichen 
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nad ähnlich liegenden Ellipsen sind ala ge- 
rade Linien identisch, nnd folglich sind die 
beiden Abschnitte jeder Secante zwischen 
solchen Ellipsen einander gleich. 

2) "Wenn tg* = — , aoi8ttg^ = ^ d. b. diese 
beiden DurchmesBer liegen symmetrisch zur -kleinen 
Äxe und zur grossen, und sind die Diagonalen 
des in den Endpunkten der Axen, d. h. also 
in den Scheiteln der Ellipse umgeschriebenen 
Farallelogrammes. Sie haben der Symmetrie wegen 
gleiche Lange, was auch rechnerisch sofort erhellt, denn 
nennt man die Länge des Durchmessers mit dem Winkel 
& »2a'" (zu &' ,2b"') 80 sind für einen der Endpunkte 
x = a'cosö; y = a'Bin#, somit 

" .- + b- 

Da 5 nur die Quadrate des Cosinus und Sinus 
enthält, so bleibt die linke Seite für den Supplement- 
winkel angeändert, und es haben ganz aUgemeiu 2 
Durchmesser, welche symmetrisch zur kleinen (und damit 
auch zur grossen) Axe liegen, gleiche Länge. Man 
kann 5) auch, weil b'=a* — a'e' ist, die Form geben: 
5*) 1— e'coH'*=b*»'-ä. Dies ist die Gleichnng 
der Ellipse in Folarkoordinaten fttr M als 
Pol, und die grosse Axe als Polar- Axe; aus ihr folgt 
sofort, dass die grosse Axe der grösste, die kleine Axe 
der kleinste Durchmesser; daas die Durchmesser der 
Schar 5 von bis 90 fortwährend fallen, der Schar 
#" von 90 bis 180 fortwährend wachsen, bei * + *' 
= 180 Gleichheit stattfindet. 

Simon, An*1ytiBChe aeomattle der Ebene. s 
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Ist b^a, 80 sind alle DnrchmeaHer gleich, die 
konjugierten atehen aufeinander seokreobt. 

3) Der Qleichnng 4 laast sich, da b'=a'(l— e») 
ist, die eintaobe Eorm geben (wenn #' — d^^w gesetzt 
wird) 

4») coaw = e'oosdcoBd' 
aach lässt eich 4) ohne weiteres scbreiben als 
i^) b'sindsind'+a'cos*cos*' = 0. 

4) Kombiniert man 5*) (nacb e'cos'ö bezw. e'cos'^ 
aufgelöst) mit 4"), so ergiebt sich fast aamittelbar 

6')a''b''ain*w = b'(a''4-b''— b') 

Es ist aber a' = - — rsr- ; b' = — thtt w> n (*) '^ 
b'cos'*+a'sin'* zu Folge 4); v(»)n(9') ist (Sub- 
traktion der aufs Quadrat erhobenen Relation 4'')) = 
a'b'ain'w, somit erhalten wir 

6) a' b' Bin'w = a'b*. 

Der Vergleicb von 6) mit 6') ergiebt sofort 

7) 8'' + b''=a" + b' 

und somit 7^) n(d)+n(*')=(a'+b')ain'w; 6) und 7) 
lauten in Worten: 

Alle der Ellipse in den Endpuokten kon- 
jugierter Durch mesaer um- und eingeschriebene 
Farallelogratnme haben gleichen Inhalt (nSmlich 
4ab and 2ah). 

Die Summe der Quadrate konjugierter 
Durch- (Halb-)meeser iat konstant. 

Die Länge konjugierter Durchmesaer iat 
durch den Winkel zwischen ihnen bestimmt. 
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Die B«ziehaag der Ellipse zum Kreis giebt un- 
mittelbar den Satz, daas die GleichuDg ihre Form 
nicht äadert, wean man ein beliebiges Paar 
konjugierter Durohmesser zu Äsen wählt. 

8ei Durchmesser & die X-Äxe, 9' die Y-Äxe, die 
positiven Sichtungen werden durch die positive Drehung 
der alten Axen gegeben. Dann ist der Abstand eines 
Punktes z. B, von der linken Leitlinie L unmittelbar 
gegeben, da sich die Gleichung von L in der Hesse'schen 
yormalform sofort hinschreiben litsat, es ist <S = |ng|; 
co8o = — ooB*, oos^ = — C0B#', somit — L| — xcosd 
— ycosö'— ae— ') also geht 1) S. 69 über in 

8) (exooBd+eycos*'+a)' = [(xainw+8eBin-9')' 
+ (yBinw— aesind)' + 2(ssinw+aesin^') (ysinw — 
a e sind) cos w] sin— *w oder 

sin'w[x*(l — e'cos'#) + y'(I — e'oos',>') + 2ty 
(coaw— 6'co8*ooB^)] + 2aesinw[x(sin*'— (sin^oosw 
+ cosd8inw) +y { — sin d + sin *' cos w — cos ^' sin w)] 
+ c. 

Der Faktor von xy ist infolge von 4*), die 
Faktoren von x und y desgl., weil sind' = sin(tf+w) 
und sin# = 8in(d' — w) ist. 

w — a'sin'w; weil a'e*^»* — b', so ist 

a'e'sin'd'^a'ain'ö'+b'oos'*'— b' 

a'e'sin'i? = a'sin'^+b'cos'fl — b' 

ihre Snmme nach 7») = (a' + b')8in' w— 2b', somit 

c = b*8iD'w — 2b* — 2a'e'Bia*sia#'cosw 

Es ist aber nach 4) und 4") 

a' e' sin 9 ein d' = — b*e' cos #cob 9' = — b' coeiij!; | , 

c ^ h* sin' w — 2 b' + 2 b'cos' w = — b'sin' w. 
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Nach Division mit b* and Benutzung von 5*) geht 
8) über in 

^^ + ir^. 

q. e. d. 

Das Produkt aus den Abschnitten einer 
Tangente zwischen je zwei zugeordneten 
Durcb measern ist konstant und gleich dem 
negativen Quadrat des der Tangente paral- 
lelen HalbmesBera. 

Mittelst dieses Satzes ist es leicht, wenn die Kanpt' 
axen gegeben sind, ein Paar Axen, das den gegebenen 
"Winkel w einsohlioBst , au konstruieren als auch um- 
gekehrt, wenn ein Paar Äsen, das w einschliesst , ge- 
geben ist, die Hanptaxen zu finden. 

Ist EM und CM das gegebene Paar, nod wird 
die Tangente in E von der grossen Axe in A und von 
der kleinen in B getroffen, so ist EA.EB = — MC*. 
Errichtet man in "E auf der Tangente (die M C 
parallel ist) das Lot und trägt nach beidiin Seiten 
MC ab bis D und Q, so liegen D, G, A, B auf 
einem Kreise, dessen Centmm auf AB liegt und 
der durch M geht, weil AMB ein Becht- 
eck. Also: Man schlafe um MDG den Kreis, 
ziehe durch E die Senkrechte auf D6, welche den 
Kreis in A und B trifft, so sind MA und MB die 
Hauptaxen. i 

g 38. Brennpnnktselgenscluiften. 
Unterscheidet man die Brennpunkte wie in Fig. 22 ' 
als F und F* und die Brennstrahlen von F und F' i 
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nach dem beliebigen Punkt P der Kurve ale g and 
q', so iat naot der FundamentaleigenBcbaft der El- 
lipse wenn +X wie üblich nach rechts geriohtet ist 
(Fig. 25) 

y' = e(MG'— x) = a— xe 
nnd ebenso 

e = a+ie, 

9) e + f^Sa. 



In Worten: 

Die Samme der Brennatrahlon ist kon- 
stant und gleich der grossen Ase. 

Bezeichnet man den Winkel PF'S' mit ip, so ist 
X — ae = p'coB9i; xe = ep'cosy+ae'; somit f'(l + e 
cosg!} = a(l — e"). Es iat aber a {1— e') = eF'G'=p, 
wenn p die Ordinate durch den Brennpunkt (für 
das Hauptaxen System) bedeutet. 2 p heisae Para- 
meter; also 

Dies ist die Gleicbnng der Kurve in Polarkoor- 
dinaten für F' als Pol und F'G' als Ase, sie gilt für 
alle Kegelschnitte, und ist historisch wichtig, 
weil Kepler aus ihr die Gestalt der Marsbaha er- 
schlosBcn bat. ' <^^ 



118 VIII. Abschnitt. Ellipse. 

Setzt loan in 9») für y ein p' = lSO+r, bo geht 
C08J»' in — COB7) über, somit 

112 

9b) |--r = — , also: 

' r ' r' p' 

Das harmonische Mittel aller Sehnen 
durch einen Brennpunkt ist konstant. 

Multipliziert man f' = & — ze mit f = a-j~xfl, so 
kommt ()f'=a'— x'e'; nach 5") ist aber x'e'=a' — b', 
somit: ge'=^' , d. h.: 

Dae Eechteck ans den beiden Brenn- 
Btrahlen eines Kurvenpnaktes ist gleich 
demQuadrat des kanj ugierten Halbmesaers. 

Die Formel 9 wird meist ausgesprochen: 

Die Ellipse ist der Ort aller Punkte, 
für welche die Summe der Abstände von 
zwei festen Funkten konstant ist. 

Der Satz giebt die mechanisohe Erzeugung der 
Kurve; man schlingt um zwei feste Stifte lose einen 
Faden, und bewegt eine (einschneidende oder ab- 
färbende) Spitze so am Faden entlang, dasa der Faden 
stets gespannt bleibt. — Qeometrisch gestattet der Satz 
die Eonstraktion beliebig vieler Kurvenpankte (es ist 
nur ein Dreieck zu konstruieren aus der Basisj einem 
Basiswinkel und der Summe der beiden andern Selten). 
Man schlägt um F mit 2 a einen Kreis, verbindet einen 
beliebigen Funkt <f' des Kreises mit F' und F, eieht 
zu F'<p' die Symmetrieaxe , welche Fy' im Kurven- 
puokte F schneidet. Diese Ase ist die Tangente in 
F, denn da sie den AuBsenwinkel des Dreiecks FPF' 
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halbiert, so ist, wenn sie die Haaptaze in T Bohneidet 

P't:FT = e':e = (a— Te):(a+xe), nnd Bomit: 

(FT+F'T) (oder x,) = a':i' oder s,x' = ft', 

d. h. aber nach § 26 TP iit die Taogente. Wir haben 
alao die Sätze: 

Die Gegenpnnkte Eines Brennpunkts in 
Bezug auf alle Tangenten, liegen auf dem 
um den andern Brennpunkt mit der Haupt- 
axe geeohlageaen Kreise. 

Die Fusspnnkte aller Lote von den 
Brennpunkten auf die Tangenten liegen auf 
dem Hanptkreis. 

Diese Sätze geben auch eine einfache Konatruktion 
der Tangente von einem Funkt Q ansserhalb an die 
Kurve; man echlägt um Q mit QF' einen Kreis, 
welcher den um F mit 2 a geschlagenen Kreis in ^' 
nnd ip' schneidet, so sind die Symmetrieaxen zu T'qi, 
bezw. F'q)' die Tangenteu. (Man kann auch den 
Hauptkreis benutzen.) 

Die Normale in P halbiert den Winkel 
zwischen den zugehörigen Brennstrahlen. 

You dieser Eigeosohaft haben die Brennpunkte 
ihren Namen, das leiseste in eiaem Brennpunkt ge- 
flüsterte Wort wird im andern remommen. 
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IX. Abschnitt, 

Die Hyperbel. 

§29. 
FQr die Hyperbel war e>l, die Konatruktion von 
Kurvenpnnkteii mittelst des ÄpoüonisobeD Kreises bleibt 
bestebeii, sowie die Gieichungon 1 und 1' d er El lipse. 
Da aber Vi — e' imaginär, so setzen wir \- — ~ ==B 
nnd erhalten, wenn man für Ä nnd B sofort a und b 
schreibt 

l) -^-Tr = l; 1') a'a'~b*v' = — 1. 
' a' b* ' ' 

Man sieht, die Hyperbel nnterscfaeidet sich von 
der Ellipse nur dadurch, dass b' durch — b* ersetzt ist, 
d. h. b durüh b i und aie kann als Ellipee mit ima- 
ginärer Nebensse angesehen werden. Alle Sätze, die 
wir für die Ellipse errechnet haben, bleiben, abgesehen 
von der Verwandlung Ton b' in — b' beateben, so z, B- 
ist a' — b' ^a'' — b* etc. Genau wie die ElUpae als 
Abbild des Kreises bei ZuBammendrückuDg der Ebene 
gegen die Hanptaze im Verhältnis a : b betrachtet 
werden kann, kann die Hyperbel als Abbild der gleich- 
seitigen Hyperbel angesehen werden , d. h. der- 
jenigen, für welche a = b ist; deren Oeometrie ganz 
so elemeotar wie die des Kreises abgeleitet werden 
kann (cf. Milinowski: Element. -Synth, Oeom. der 
i^leicbs. Hyp.) o 
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Entscheidend für die eelbattLndige Behandlnng der 
Hyperbel ist die grosse gestaltliche Vergohiedenlieit und 
besonders das Auftreten der Asymptoten. (8. 76.) 
Zuerst ist klar, dass die Karre (of. Fig. 26) ganz 
ausserbalb (die Ellipse ganz innerhalb) des Parallelo- 




gramms (+a|+b); (-a|;+b); {-a|-b); (+a|-h) 
liegt; anch ganz ansserhalb des Streifens zwischen den 
Geraden x — a = nnd x + a=0. Die Kurve besteht 
ans zwei getrennten Zweigen oder Aesten, die sieb 
symmetrisch za beiden Azeu ins Unendliche erstrecken. 
Die Symmetrie in Bezag auf die Y-Axe verlangt wieder 
einen zweiten Brennpankt F' und eine zweite Leitlinie 
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L'. Die Nebenase schneidet die Kurve in zwei ima- 
ginären (nicht sichtbaren) Puntten, da wenn x = 0, 
y=: + bi ist (i^y — 1), man kann daher eigentlich 
von keiner he stimmten Länge dieses Durchmessers 
reden, kommt aber überein, 2 b als die LSnge dessälben 
festzDsetzen. Die Asymptoten gehören za den beiden 
Scharen Gerader, welche mit L, also anch mit der 
Y-Axe Winkel w bilden, bestimmt durch Bin*w^e~*i 
und daher die Kurve im Endlichen höchstens in Einem 
Punkt schneiden; die beiden Winkel w ergeben sym- 
metrisub zur Y-Axe, also anch zur X-Axe, liegende Ge- 
rade; nennt man die Winkel, welche sie mit der X-Axe 
bilden, g» nnd Vt ho ist cos'y bezw. cos'v = e— *, d. h. 

b' , b 
tg <p^tg^^= — rj wir setzen tg^^=H ; tgi^ = 

— ' — . Die Gleichungen der Asymptoten sind also von 

der Form — ^+ T' + c. Aub 1) ergiebt sich, da ja für 
die Asymptoten gar kein Schnittpunkt im Endlichen 
liegen darf, o=0 (ebenso aus S. 76 , . , =0), d. h, 
also u':v' = b';a' und u nnd v = qo. Die Asymptoten 
sind also die beiden Geraden der Schar, welche durch 
M gehen, nnd in welche die Diagonalen des Parallelo- 
gramms (-|-a|-|-b) etc. hineinfallen (cf. Pig. 27). Die 
Asymptoten sind also anznseben als Tangenten in 
den beiden unendlich fernen Punkten der 
Hyperbel, Man sieht aus l") sofort, dass, wenn a 
und V sehr gross sind, 1 gegen die linke Seite ver- 
schwindet, so dass, wenn u nnd v über jedes Masa 
gross, 1') übergeht in a'u* — b'v' = 0, d. h. also die 
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Geraden u = t», t = «o, aber a':v'=b':a', erfüllen 
die TaagenteDgleiolning. Man kann anch direkt aua 1] 
seilen , daea wenn x (und y) sehr wachsen, 1 gegen x' 
und y' versohwlndet, so daas, wenn x (und y) über 
jede« MasB wachsen, l) übergeht in — j^ — -rj = 0, d. h. 

.bn (i + i)(i-X) = o, d. L. J.O die Hj- 
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perbel geht im Unendlichen über in das 
System der beiden Geraden 2) -^+-|- = 0; 

jT^^^i "•'^ ^^'' ''"^ *^^ Asymptoten, Wir 

haben nns den Verlauf so zu denken, dass, wenn ein 
Funkt vom Scheitel S' ans die Hyperbel dnichläaft, 
so daas er erst auf dem rechten oberen Zweig sich 
bewegt, er im Unendlichen auf die Asymptote der 
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Richtung ip gelangt, von da ans in den linken 
unteren Aet gelangt, zturUok zum Scheitel 8, auf den 
Haken oberen ins Unendliche, dort die Asymptote 
der Bichtung V trifft, auf ihi in den rechten unteren 
Aat zurück naoh 8 kommt: Die Hyperbekweiga hängen, 
heisat dies, so zusammen, dass im Unendlichen der 
rechte ohere mit dem linken unteren zasammenhängt, 
und im zweiten unendlich fernen Funkt der linke obere 
Ast mit dem rechten unteren. 



Man kann daa Asymptotenpaar auch ansehen 
als «ine Hyperhel, welche der ursprünglichen ähn- 
liches Abbild vom Gentrum M im Orundyerhältnia 
ist. Die Gleichung der ähnlichen Hyperbel für den 
Massstab S läsrt sich schreiben —^ — v-^ ^ S' und geht, 
wenn J = 0, Aber in: — j — ^ = oder 1— + -^| 

( ir)~*^' ^^*^* Gleichung spaltet sich in [--i- 

=0 und — 1-=0' "^nd stellt daher die beiden 

Asymptoten dar. Damit ist gleich bewiesen, dass jede 
Sehnenschar der Hyperbel auch zwischen 
den Asymptoten von ihrem konjugierten 
Durchmesser halbiert wird oder: 
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Da für ein Paar konjugierter Durchmeaaer die 
Beziehung gilt: 

3) tg#tg*' = -.- 

nnd sowohl tg'^i als tg'^ gleich -,- ist, so fallt in 
jeder Asymptote ein Paar konjugierter Durch- 
niesaer zuBammeu. 

Die Äsen halbieren die Winkel zwischen den Asymp- 
toten und es ist ^;V C^aw. tg'V) = tg^tg*'; also: 

Jedes Paar konjagterter Dnrchmesser wird durch 
die Agymptoten barmonlgch getrennt. 

Man kann diea aucli ohne Trigonometrie sofort 
nachweisen. Die Gleichungen der Asymptoten sind 
= U, = y— X-'' ; 0=U, = y+x-''. 

Die eines Paars koqjugierter Darcbmeaaer : 
= V, = j—xte&; 0=ir, = y-xtgd' 
Da sie alle 4 durch M gehen, ao ist 

U, = IT,— ,IU,; U, = U,— /.U,. 

und weil tgdtg*' = — r muss ^ = — t* sein, d.h. aber 
die 4 Geraden bilden ein harmonisches Bttschel (nach 
§ 8). Damit ist aber bewiesen, dass alle Sehnen zwischen 
den Asymptoten von ihren Durchmessern halbiert werden, 
also anch 

Alle Tangenten werden zwischen den 
Asymptoten im Berührungspunkt gebSlftet. 

Die Durchmesser der Hyperbel bilden also eine 
Involution, deren Hanptstrahlen die Asymp- 
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totea aind , nach die DurchmeBser der EUipae sind, 
wenn man je einen Durchmeaaer um die kleine Axe 
klappt, harmoiiiBcli zu den beiden gleichen Durchmeaaera ; 
auch eine solche Anordnung eines Strahlenbiiachela 
heiaat Involation, die erete hyperboliache, die zweite 
EUiptisobe. 

Da tg 5 tg ^' = — j- , Bo aind * und *' entweder 
beide spitze oder beide stumpfe Winkel, d. h. die 
positiven Zweige eines Faares konjugierter Durchmeaaer 
liegen steta auf derselben Seite von +X bezw. +Y; 
ist |tg^|<| — L so ist |tgi?'|> — und t. v.; wir wollen 

aber stets die Bichtangs winket für welche ltgd|< 
mit 9 und die andern mit ^' bezeichnen. Die '. 
dingung, dass eiue Gerade die Hyperbel achneide, iat 
(8.75) ff*— er>0, also hier u'a'— v'b*— 1<0, und für 
die Geraden durch M fUr die u and v über jedes 
Maas gross, geht sie über in u*a' — T'b'<0, d. h. 

- ■<■■'■ also: 

Nur die Durchmesser der Sohsr » 
schneiden die Hyperbel. 

Die Durchmesser der Schar $' schneiden nicht in 
reellen Funkten, sie werden von der anderen Schar 
durch die Asymptoten getrennt, und es ist für ihre 

cos**' 
Endpunkte x' = b'coB*'; y = b'sini?', also: — p — - 

sin'i?' 1 —1 
p^" — i"~ — ßi — ' ^° b' = jl*. Es bähen also 
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nur die Durchmesser der Schar fl beatimmte Länge 2ä', 
wir setzen fest, doss die anderen die Länge 2ß haben. 
Man sieht , dasa die Darcbmesser der Schar & die 
Asym ptoten Winkel aasflUleD, weiche von der Haapt- 
axe halbiert werden, in denen die Hyperbel Uegt, 
während die Darohmeseer der Schar *' die Winkel, 
welche von der Nebenaxe halbiert werden, ansfülleu. 
Wächst & von bis ^, ao nimmt &' ah von 90 bis yi ; 
nimmt #' zu von 90 (genauer 904-0) bis % ao nimmt 
^ ab von 180 bis ^. Man sieht femer: 

DieGeraden, welche einen Durchmesser 
der Schar & parallel sind, schneiden beide 
Aeate der Hyperbel; die Geraden, welche 
einem Durchmesser der Schar &" parallel 
sind, schneiden oder berühren nur Einen 
Aat oder schneiden gar nicht. 

In der gleichseitigen Hyperbel, tür welche e*^2, 
undb = a ist, stehen die Asymptoten aufeinander senk- 
recht, alle Durchmesser haben gleiche Länge, &-\-^ 
ist 90 oder 270 (im Kreis *'— ö = 90). 

Tragt man auf den Durchmessern der Schar &' 
nach beiden Seiten TOn M ans ihre Halhlängea ß ab, 
BO erhält man Funkte, für welche x*=(ä'cos'ö'; y'^ 
iS*ain'^', sie genügen also der Gleichung 

^-|j =— 1 oder f?-~f=l- 
Diese Punkte bilden also eine Hyperbel, für 
welche die alte Hauptaxe znr Nebenaxe, die 
Nebenaxe zur Hauptaxe geworden sind, aie heisat 
die konjugierte Hyperbel, liegt ganz im Nehen- 
winkelranm 180—27, f^i» Figur 27 stellt aie pnnktiert 



128 IX, Abschnitt. Die Hyperbel. 

dar, ihre konjugierten DarchmeBser sind dieselben, wie 
die der Sohar &', die Neb eDdurchmesser der ge- 
gebenen sind zu schneidenden , zu Hanptdnrch- 
messern geworden, und umgekehrt; die Beziehung 
ist eine gegenseitige. Die Brennpunkte behalten ihren 
Abstand von M, da a''e' = a'+b* ist, sieb also durch 
Vertanschung von a und b nicht ändert. Die Sätze 
über die ein- und umgeschriebenen Farallelogramine 
der Ellipse behalten ihre QUtigkeit, wenn man Ate 
Endpunkte der Neben durohmesser durch die betreffenden 
Funkte der konjugierten Hyperbel ersetzt. 

Die Brennpunk tseigenschaften ändern sich gegen 
die der Ellipse nur insofern, als z. B, für den ersten 
Ast p'=Te — a; e=xe+a, also f' — = 2», d. h.: 

Eilr die Hyperbel ist die Differenz der 
Brennstrablen konstant. 

Im übrigen bleiben die Sätze des § 28 bestehen, 
nur halbiert die Tangente den nach der Kurve ge- 
richteten Winkel der Brenn strahlen, 

§ 30. (jnadrator. 
Transformiert man die Hyperbel auf die Asymp- 
toten als Alten und eo, dass als -|-X' der rechte untere 
Strahl der Asymptoten, und als -|- Y' der rechte obere 
Strahl dient, so ist In den Formeln der § 14 ä gleich 
360 — qr, ß gleich ip zu setzen, somit: 
X = {x' -|- j") cos y ; y = (y' — x')Bin9J, und da ^ 

— — o— = 1 , 1 ) 80 ergiebt sich aus 1 

4) X' y' = -^ = 6' Goo.^lc 
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■Is Gleichnng der Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten 
als Azen; es ist die denkbar ei&fachsta Gestalt einer 
quadratischen Form, imd da o*ein2^ so gnt konstant 
ist wie c*, so sagt sie aus : 

Zieht man darcb einen Funkt der Hyperbel 
die Parallelen zn den Asymptoten, so aohliessen 
sie mit den Abschnitten anf den Asymptoten 
Farallelogramme von konstantem Inhalt ein. 

Da der Bertthrangapnnkt jeder Tangente zwischen 
den Asymptoten in der Mitte liegt, so kann man anch 
sagen: 

Jede Tangente schneidet von dem 
Asymptotenwinkel ein Dreieck von kon- 
stantem Inhalt ab. 

Da das Dreieck einer Scheiteltangente die Fläche 
ab hat, so haben alle diese Fläche, und man sieht 
ohne Bechnnng, dass o'sin2q»= '/, ab. 
Man kann anch sagen: 

Bewegt sich eineGerade so, dasssievon 
einem festen "Winkel ein Dreieck von festem 
Inhalt abschneidet, so umhüllt sie eine Hy- 
perbel. 

Da die ganzen Parallelogramme flächengleich sind, 
so sind anch ihre Hälften gleich, d, h. also die Drei- 
ecke MEO nnd MAP und MBQ (Fig. 28) sind 
fläche ngleicb. 

Damit folgt der Satz: 

Der Hyperbelsektor MPE ist flächen- 
gleich dem Flächenatlick zwischen seinem 
Bogen, der einen Asymptote, nnd den Pa- 
Simon, AnslfUsclie Oeometrla dei Ebene. 9 
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tllelen dnrcb die Endpunkte das Bogens 
ir andern CEFA. 

Dies Flächenstück bezeichnen wir als Hyperbel- 
apez T und quadrieren ea nnd damit den Seotor 

le folgt: 




Ea aeiFig. 28 MA = o, MB = ß, AB = ^— a = d. 

Man denke aich AB in n gleiche Teile geteilt, 
die Teilpunkte seien A,, A, elc-, die Absciasen MA,j 
MA, etc. seien s,, x, eto., die zugehörigen Ordinaten 
y,, y, etc., und die Karvenpunkte P,, Pj etc. Da die 
AbsoiBsen x von A nach B beständig wachaen, und 
xy = c', 80 mÜBsen die Ordinaten beaUndig fallen. 
Der Inhalt jedes Hyperbeltrapez, z. B. des k ten, liegt 
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zwischen den Parallelogramm eu ana Strecke Ak-iA^ 
UEd yk-i bezw. An-iÄk und yj. Sei Tu das Trapez, 
so habea wir, wean A:n^3 

yK_ia8m2gi>TK>yk^Bin2y; 
somit musa es im Innern ron Tk einen Punkt Qk 
{{?kl»!k) geben, so dass ijk Jsin 2g) = Tk ist. 




PIg. 88. 

"Wird die Äniahl n ins Grenzenlose vermehrt, eo 
fallen Äk-.i'nnd Akj Jk—i nad yk mehr und mehr za- 
sammen, Bchliesslicb ist es erlaubt, jeden 
Zwiscbenwert zwischen yt nnd yk—t als ijk zn 
branchen. Es ist aber eowohl yk = c'xfe— ^ als it 
^o'lk^^ nnd somit ist 



T = ^Tk = 



i3 sin 2 m 



n2«^- 
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setzen, £k stets zwischen xj(_i und xji, und somit auoh 
«Ik zwiBchen yk nnd yt-i Mit. £b ist xk : Zk— 1 

-'+ .„+(k-i)d -'+''°''°'''«^='°«('+') 

= z g- + -Q-- - . also log (1 + z) kleiner als z , also 

d d 

^k grösser—; fk>o + (k— 1) — J |k>xk-i.. 

Andererseits ist log(l + a) grösser als z 5-, also 

wenn Ua+k>2, A. h. a 



« + kd' 

merklicli von verscbieden, abo 
d d 

^^ na + kd «^^gfe<^fc- 

Damit ist bewiesen: setzt man ■ — z— =lo(r 

n5k ■* ik-i 
nnd ist n hinlänglich gross und « von merklich ver- 
Bchieden, so liegt ii zwischen yk nnd yk-i- LSsst mtui 
nun n nnendlich werden, so ist 

|Tk = c'sin2y(log^ + log^ + log^+.. 

log -^) = c' sin 2 ffl log — = T. 

Xn-i/ a 

Wir haben das wichtige Resultat; 

Das Hyporbeltrapez ist gleich dem 
halben Bechteok ans den halben Sauptaxea 
multipliziert mit der Differenz der Loga- 
rithmen der Abscissen oder Ordinaten der 
Endpankte. 
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Der Hy perbelsector iat gleich dem 
halben Bechteck aus den halben Hauptazen 
multipliziert mit der Differenz der Loga- 
rithmen der Projektionen der Eadien auf 
die eine Asymptote in der Richtang der 
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Setzt man in die Ortsgleichang 1 § 19 der Kegel- 
schnitte die Koordinaten eines beliebigen, also im All- 
gemeinen ortsfremden Punktes P^(K]y) ein, so heisst 
der Wert von 

PF-e'PA'-(i-»)'+(r-b)'- ^ .^^ , 
(".' + v.y-l)' ■ ' 

die Potenz des Punktes P in Bezug auf die Kurve 1. 
nnd werde mit K (P), anch blos mit E bezeichnet. 

Legt man durch P irgend eine Sehne, welche 
die Kurve (reell oder imaginär) in den Punkten C 
{{i, ly,) und D^(s,|y,) schneidet, und macht P zum 
Nullpunkt und PC zu +X, so ist PO.PD = s,s, 
= i:p {§ 20 Seite 83). 

Da Y = ac, so ist »: e = (l_j.(a' + b')):(n,'-j') 
(a' + b' — y-') 1 

= — ; 5 — : — • Erinnert man sich, dass — j-i s 

1— n.V^ u," + V 

= ^o' = PA' ist, sowie dass a'+b' = PF', so ist 

_ PF'— b'PA' K(^) 

' > '~ 1 — Uj'e'iS* ~1 — e'ain'w 
wo w den "Winkel bezeichnet, den die Leitlinie L mit 
PC bildet. Wir haben den Potenzaatz; o 
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DaaBechteck ans den Abschnitten aller 
dnrch denselben Punkt P gehenden Sehnen 
ist, gleich der Potenz des Panktea P, multi- 
pliziert mit einem Faktor, der nur von der 
Sehne als gerader Linie abhängt. 

Ist |PF|>e|PA|, Bo sagt man, P liegt ansserhalb 
der Kurve, dann ist K (P) positiv, C und D liegen, 
wenn reell, an derselben Seite von P, ist K (P) nega- 
tiv, so liegt P zwischen C und D; x,s, ist negativ. 
Für den Kreis wird x,x, = PF'— r' = MP'— r', ist 
also, wie bekannt, für alle duroh P gehende Sehnen 
konstant. Für die Parabel ist e = l, somit 

1) PC.PD = — i— = . ,r . Es war aber (8 21 
' cos'w smV ^° 

P P'K 

8. 103)ainV = -*7, also PC.PD = ^--' Es ist aber 

P P 

leicht zu zeigen, dass, wenn S der Scheitel des dnrch 
P gehenden Durchmeasera , also SA=SF ist: PF* 
~PA'=K(P) = 2pp", wo p" = PS (also positiv, 
wenn P ausserhalb), also 

PC.PD = 2p'p", 
wie schon im Abschnitt VII § 25 bewiesen; wir haben 
dazu den Satz: 

Die Potenz eines Punktes in Bezug auf 
eine Parabel ist gleich dem doppelten Pro- 
dukt aus demParameter derKurve und dem 
Abstand des Punktes vom Scheitel seines 
Darchmessers. 

Bezeichnet ^ wieder den Winkel des der Sehne 
parallelen Durchmessers mit der Hauptaxe der EUipse 
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oder Hyperbel, so ist Bin' w = oos' #, and somit für 
die Centralkegelsobnitta : 

„ J^m 

' • 1 — e cos * 
Eb ist aber 1 — e'coB*^ bezw. e'cos'd — 1 nach 5) 
§ 27 gleich b'a^-*, wo a' den HalbmeBaer bezeichnet, 
welcher der Sehne CD parallel ist; also für die Ellipse: 

_ K(P)a- 

Zieht man durch P den Darchmesser , der die 
Kurve in C und D' schneidet, und bezeichnet PC 
mit ty und PD' mit |,, so ist 

_ K (P)CM' 

[OM] = [DM] werde mit p bezeichnet, so ist li ?, = 
PM' — p' = d' — p', nnd somit 

Diese Formel gilt auch für die Hyperbel; also: 
Das Produkt aus den Abschnitten einer 
durch den Punkt P gehenden Sehne eines 
Centralkegelschnitts ist gleich dem Pro- 
dukt ans den AbeohnittendeszuP gehörigen 
Darchmessers multipliziert mit dem Yer- 
hältnis der Quadrate des der Sehne paral- 
lelen nnd des zu P gehörigen Durchmessers. 
Die Rechtecke aus den Abschnitten aller 
durch P gebenden Sehnen verhalten sich 
wie dieQuadrate der den Sehnen parallelen 
Durchmesser. o'^ 
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Das Verhältnia dieser Bechtecke bleibt 
ungeäadert, wenn die Sehnen parallel ver- 
schoben werden. 

Diese Sätze gelten anoh für die von P 
gezogenen Tangenten (obne Rücksicht , ob P 
aussen oder innen liegt), 

Das Wesentliche ist, dass das Hecht«ok aus den 
Abschnitten aller darcb P gehenden Sehnen a die Form 
hat f)(P)f(s) wo die Funktion q> allein vom Punkt 
P, die Punktion f allein von der Sehne als Geraden 
abhängt. 



Seien (Fig. 29} A, ; A,; A^i A,; A^; A, irgend 
6 Punkte eines Kegelschnittes, es werde für dieselben 
eine bestimmte Keihenfolge z. B. die angegebene fest- 
gesetzt und die Funkte in dieser Peihenfolge zu einem 
Sehnen Sechseck verbunden. Es werden Punkte, deren 
Index um 3 verschieden Ist, als Gegenpunkte bezeichnet, 
wobei 6 = gesetzt wird, also A6-[-s=A,, A5+3=Ä, etc. 
Seiten, deren Ecken paarweise Gegenpunkte sind, also 
A,A, und AjA,; A, A, und A^A^; A,Aj und Aj\, 
keissen Gegenseiten, Der Schnittpunkt eines Paarea 
Gegenseiten heiast Hauptschnittpunkt. Entsprechend 
ist die Bezeichnung, wenn man statt von 6 Punkten 
von 6 Geraden a, . . a, ausgeht, dann heissen die 
Verb in dungsgeraden eines Paares von Gegenpunkten 
Hauptdiagonalen. 

"Wir betrachten irgend ein Dreieck, dessen Seiten 
(Ire; nicht in einer Ecke ^usaininenhängende Seite» 



§ 81. Die Sätze \on Pascal ond Brianchon. 137 

dea Sehuensechgecka aind wie Ä,A,; A,Aj; A,A^; es 

Bei VVVf. 

Für dieses Dreieck ist jede der 3 übrigen Seiten eine 

Transversale and daher naoh dem Menelaos (§ 8 8. 43). 
ÜA,.VA,."WP = WA,.TJA,.VP 
TrR.VA,.WA, = WE.UA,.VA, 
IIA,.VQ.WA. = -WA,.rQ.VA,. 




Multipliziert man diese 3 Gleichungen und benutzt 
den Potenzsatz, wonach z. B. U A, U A,. =-y{U)f(A,A,) 
und UA,.TJA, = 9>(U)f(A,Aj,), so heben sich alle 
3 Faktoren ^ nnd alle 3 Faktoren f und man bat 

3) UR.VQ.WF=:WR.IIQ. VP, 
d. h. nach der Umkehr des Menelaos: 

Die 3HaaptschnittpuDkte eines Sehnen- 
Sechsecks eines KegeUchnitta liegen in 
Einer Geraden. 

Dieser Hauptsats heisst nach seinem Entdecker der 
Fasoal'sche Sa.tz (kurz: der Pascal); Pascal soll 
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aiu ihm über 400 Folgeaatze hergeleitet haben, und 
gründete auf ihn die ganze Lehre von den Kegel Bchnitt«n, 

Der französische Ärtilleriekapitäa Briancbon wandte 
aaf den Fascal 1806 die damals gerade durch Poncelet 
eingeführte Polarisation (cf. § 19) aa, nnd erhielt so- 
fort den nach ihm benannten dualen Satz zum Pascal 
den Satz des Brianohon: 

InjedemTangeniensechseck eines Keget 
Bohnitts schneiden sieh die drei Haapt- 
diagonalen in Einem Punkt. 

Sein Beweis beruht darauf, dass wenn der Kegel- 
schnitt selbst als Polarisationsknrve benutzt wird, die 
Polaren von Ä, bis A, die Tangenten a, bis a, in A, 
bis A, sind. Die Ecken des Tangentenseohsecks sind 
die Pole zu den Seiten des Sehnensechseoks, die Haupt- 
diagonalen jenes die Polaren zu den Hanptschnitt- 
punkten dieses, und wenn die Pole in Einer GTeraden 
liegen, so schneiden sich (§ 19) die Polaren in Einem 
Punkte. 

Die Gerade FQB der Fig. 29 heisat Fasoarsche 
(gerade,, der Schnittpunkt der Hauptdiagonalen 
Brianchon'scher Punkt. Die sechs Punkte bezw. 
Tangenten gestatten 6! = 720 verschiedene Anordnungen, 
da aber das Sechseck [bezw, Sechsseit) sich ^urch 
cykliscbe Vertauschung seiner Ecken, d. h. eine solche, 
bei der jeder Funkt seine Nachbarn behält, sich nicht 
ändert, und ebensowenig, wenn man die ganze Folga 
umkehrt, d. h. das Sechseck rückwärts durchläuft, so 
ergeben die 6 Punkte 60 Pascal'sche 6-Ecke und damit 
60 Pascal'sohe Geraden and die 6 Tangenten 60 Brian- 
chon'acbe Punkte, 
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Die FolgeruDgen aas Pasoal and BriaachoD finden 
sich zaaam mengestellt in fieye's Qeometrie der Lage 
7, Vortrag; spezielle Fälle Laben wir sclian im § 19 
gegeben, wenn zwei oder drei Paar Puakte zusammen- 
fallen, also das Sechseck zum Viereck bezw. Dreieck 
wird. Zanächat sind die Sätze umkehrbar: 

Ist ein Sechseck ein FaBcaFsches bezw. 
Brianohon'sohes, so liegen seine 6 Ecken 
(Seiten) auf (an) Einem Kegelschnitt. 

Der Beweis beruht darauf, dass die Gleichungen 
1 und 2 je 5 Konstanten enthalten, welehe durch die 
Koordinaten von 5 Punkten bezw. 5 Geraden generslitet 
linear bestimmt sind. Einen eigentlichen Kegelschnitt 
erhält man nur, wenn keine 3 Punkte in Einer Geraden 
liegen. 

Die beiden grossen Sätze gestatten, wenn 5 Punkte 
bezw. 5 Tangenten eines Kegelschnitts gegeben sind, 
den 6. Pnnkt bezw. die 6. Tangente mit dem Lineal 
zu konstruieren, und damit alle. 

Man hat z. B, für die erstere Aufgabe nar nötig 
A, A, nnd A, A^ zum Durchschnitt in Q zu bringen, 
durch Q eine beliebige Gerade (als Pascal'sobe) zu 
ziehen, A, A^ schneidet sie in P,, A,A, in B,, dann 
schneiden sich A, P und A^E in A, ani der Karve. 

Ebenso lässt sich mit dem Lineal, wenn 5 Punkte 
gegeben sind, in Einem von ihnen z, B. A^ die Tangente 
konstruieren bezw. wenn 5 Tangenten g^eben sind, 
auf Einer von ihnen z, B, a^ der Berührungspunkt finden. 
Man braucht nur A, . . . A, als PaBoal'eches Sechseck 
zn betrachten, bei dem A, und A, zusammenföllt, bezw. 
a, . . a, als - Brianchon 'sches. Man kombioieit 4^A, 
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und A.A. za Q, A,A, und A, = ,A, zu P, PQ 
schneidet A,A, in B, bo ist HA, die Tangente. 

Man kann auch 4 Funkte geben und die Tangente 
in Einem von ihnen, oder 3 Funkte und die Tangenten 
in zweien bezw. i Tangenten und den BerfibrungBpunkt 
auf Einer etc. 

DasB der Kreis sclioa daroh 3 Pimkte beatimmt 
ist, liegt daran, daas alle Kreise (§ 16) durch dieselben 
beiden unendlich fernen imaginären Punkte gehen, 
ebenso ist bei der Parabel stets Ein Be stimm ungsstück 
die unendlich ferne Gerade als Tangente gegeben. 

g 32. Konfokale Kffelschnltte. 
Ist a'>b' und sind die Azen rechtwinklig, so stellt 
die Qleichang 

wo p ein Teränderlicber Parameter ist, eine uuendlicbe 
Beihe zentraler C* dar, welche mit der gegebenen Ellipse 
deren Hauptaxen a und b sind, dieselben Brennpunkte 
x = + ^a' — b', y = haben, sie heiasen konfokal. 

Ist 1) p = — 00, so stellt 1) nach § 12 Formel 7* 
die unendlich ferne Gerade dar. 

Ist 2) p zwischen — oo nnd b', so liefert 1) El- 
lipsen. 

Ist 3) p^b', so versagt 1), multipliziert man mit 
Berrn Staude die Omndgleichung mit dem Faktor 
(a' — p) (b* — p), 80 stellt sie in diesem TJehei^angsf alle, 
wenn wir uns p als Grenze von b' — e denken, die 
(doppelt zu denkende) endliche Strecke zwi,schen den 
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BrennpunkteD F und F, d&r, und wenn p ala 
Grenze von b*-]-e angesehen wird, die anendliche 
Strecke FF,. 

4) p zwischen b' und a'; Hyperbeln. 

5) p gleich a': die (doppelt zn denkende) y-Ase. 
S'ig. a. 



Die Gleichung 1) | mit L = (a' — p) (b' — p) 
— x'(b' — p) — y'(a' — p)=^0, ist für p, wenn x and y 
gegeben Bind, vom 2. Grade. Sie erniedrigt eich nur 
für die Brennpunkte; Für p=' — oo iatLsO, fürp^b' 
ist L negativ, für p = a' ist L positiv und bleibt es 
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für p>a*. %a liegt also eine Wurzel zwischen -^a 
und -|-b', eine zweite zwiachea b'' uad a*, wobei es 
Torkommen kann, daas die Grenze b* mit der Wnrzel 
zusammenfällt. Nehmen wir also die endliche Strecke 
FF, als Ellipse, die uaendlicbe als Hyperbel an, so 
haben wir den Siitz: 

Durch jeden reellen Funkt der Ebene 
gebt von jeder Gattang der konfokalen 
Schar je eine Kurve. 

X>er Angenscbein der Fig. a zeigt; Zwei kon- 
fokale Kurven derselben Art achneidea 
einander nicht. Zwei konfokale Kurven 
verschiedener Art schneiden sich stets. 

"Wir wollen den 2. Satz rechnerisch beweisen. Ei 
sei a { 

—— + —^— = 1 

a' — p b' — p 

eine EUlipse, d. h. p zwischen — a und b* ß), wo für 
p die Letter q eintritt, die Hyperbel, d. h. q zwischen 
b* und a', so giebt die Subtraktion von «t und ß 

^' (a'-p) (a'-q) + (b'~p) (b'-q) ^°- 

Aus 2) folgt y' = x'/*, wo ^>0, dann giebt 
o);xM = l, wo A>1; also giebt ea stets 4 reelle, zu 
den Hanptaxen symmetrische Schnittpunkte. 

Die Gleichung 2) giebt unmittelbar den Hauptsatz; 

ZweikonfokaleKegelsohnitteschneiden 
sich stets rechtwinklig. 

Die einfach unendliche Schar konfokaler C, ge- 
hört also zu den Kurven Systemen , welche die Ebene 
mit unendlich kleinen Hechteckeu fiberziehen. 
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Da zu jedem Pimkt P ein "Wert des p und q ge- 
hört , BO kann man p und q als Koordinaten des 
Fonktes F ansehen, es aind dies die von Lame ein- 
geführten Elliptisohen Koordinaten. 

Da fdr die ganze Sobar die Brennstrahlen konstant 
bleiben, so gilt: 

Die Tangenten an zwei KnrTeu der Sobar 
vom selben Funkt Q ans eohliesseQ paar- 
weise gleiche Winkel ein und als Spezialfall: 

Die Tangente in F an eine durch P 
gebende Kurve der Schar achlieast mit den 
beiden Tangenten von F an eine beliebige 
Kurve der Schar gleiche "Winkel ein. Hieraus 
folgern wir den 

araves'Hoben Satz: Bewegt sich F auf 
einer zu einer gegebenen Ellipse konfo- 
kalen, so bleibt die Summe der Tangenten 
und des grösseren Ellipsenb ogens zwischen 
den Berührungspunkten konstant. 

Fig. b. Wenn sich P unmerklich auf der kon- 
fokalen Ellipse nach Q Terscbiebt, so kann PQ als 
Tangente an diese in P und in Q angesehen werden 
nnd macht mit der Tangente Ton F bezw. Q an die 
gegebene Ellipse gleiche Winkel a resp. ß, also sind 
in den Dreiecken FQS und PQT' die Differenzen der 
Basiswinkel gleich. Daraas folgt leicht, dass S in T' 
sich auf derselben gleichseitigen Hyperbel bewegen, 
deren Brennpunkte F und Q sind, also 
FT'— QT'=QS— PS 
PS+PS'-fS'T' = QT'+QT + T8 
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Bogen T'S gleich Bogen ST', also 

PS + PS'+^'=QT+QT'+fT'. 
ManerhSltalaodiekoDfok&leuElltpBBn, 
welche grösaer ala dlegegebene Bind, durch 
eine der gewohnlichen Fadenkonstruktion 
ganz analoge. 




Fie, 1). 

Da auch die Tangente um die konfokale Hyperbel 
durch F die Winkel zwischen den Tangenten von F 
&n die konfokale gegebene Ellipse halbiert, so haben 
wir hier PS'— P8 — (QT — QT') = TT'— SS' nnd 
damit den Satz: 

Die Differenz der beiden Paare Tangenten von 
zwei Punkten P und Q einer konfokalen Hyperbel ist 
gleich der Differenz der Bogen zwischen je zwei neben- 
einander liegende Berübrangspunkten, 

Lässt man Q mit 8 zusammenfallen , dann sind 
QT nnd QT'=0, und wir finden: 
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Schneidet diekonfokaleHyperbeldurcli 
P die gegebene Ellipse in 8, bo ist die Dif- 
ferenz der Tangenten_PB — PA=^ der Dif- 
ferenz der Bogen SB und SA. 

Mit diesem Satz beginnt historiBch die Theorie 
der elliptischen Funktionen in dem von Fng- 
nano gegebenen Spezialfall: 

Der Ellipsenquadrantlässt sich stets so 
teilen, dass die Differenz der Bogen gleich 
der Differenz a — bderHalbazen, also gleich 
einer Strecke ist. 

Koofokale Parabeln haben, da der zweite Brenn- 
punkt auch auf der Axe (im Unendlichen) liegt, Axe 
and Brennpunkt gemeinsam, ein solches System ist 
gegeben durch y'=2ps+p', wo p variabel, es hat 
ganz analoge Eigenschaften, die wir dem Leser ab- 
zuleiten überlasBen, 

§ 33. Die Kegelschnitte als Schnitte des Kegels. 
Schon ApoKoniuB v. Pergae (etwa 250 v. Chr.) hat 

die Kegelschnitte unter dem gemeinsamen Oesichtspunkt 
der Schnitte eines Kreiskegels durch eine Ebene auf- 
gefasst, und diese Auffassung ward die Grundlage der 
projektiven Geometrie Poncelets. — Es ist elementar- 
geometrisch ohne weiteres klar, dass die Schnittkurve 
von keiner Geraden in mehr als zwei Punkten gc- 
trofien werden kann und damit, dass sie ein Kegelschnitt. 
A8B sei der Hanptschnitt eines beliebigen Kreis- 
kegels mit der Spitze 8, d. h. der Schnitt durch S 
und die Mitte des Grundkreis, welcher auf der Ebene 
des Grundkreis senkrecht steht. Es werde durch den 
Simon, AnalytlscLo Geometrie dei Ebene. 10 
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£egel ein Schniit senkrecht zur Ebene ABB nnct 
parallel SB geführt (Fig. 30); dorch einen beliebigen 
Fankt P der SchnittlcnrTe werde die Parallelebene zum 
Crrundkreia gelegt, welche SA inA, SBinB und den 
Kegel in dem Kreis AFBF' schneidet. Es steht als- 
dann FDP' als Schnittgerade zweier Normalebenen 
auf A8B senkrecht. FD werde mit y, OD mit x, 



Flg. 80. 

AD mit x' bezeichnet, <SAB = «, <A8B = ff, 
alsdann ist nach dem Fotenzaatz: y'=i'DB, aber DB 
ist konstant und als Parallele zwischen Parallele gleich 
der durch zti AB gezogenen Parallele OQ (gleich b), 
somit x':x^sinff:3ina, also 

y' = xb-: — =2px 
d. h. die Schnittkurre ist eine Parabel. 

O ist der Scheitel , den Brennponkt findet man, 
wenn man in Q an OQ "Winkel a anlegt, so dass der 
freie Schenkel OD in G trifft, die Mitte von 00 ist 
F. Ist der Kegel ein Fotations- oder Gerader Kegel, 
so ist F der Fusspunkt des von Q anf OD gefällten 
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Lothes. Dann ist OS = -t^^ d. h. der Ort von 

S ist, wenn die Parabel gegeben iat, eine Parabel, deren 
Brennpunkt 0, ist, deren Parameter p nnd die in der 
Ebene liegt, welche durch die Axe der Parabel aenkreoht 
zar Parabel ebene gelegt ist.. 

Ist der Schnitt ASB ein beliebiger Axenschnitt, 
d. h. durch die Linie, welche S mit der Mitte des 
Qrandkrdses yerbindet, so bleibt der Beweis unver- 
ändert, nur erhält man die Gleichung der Parabel in 
schiefen Koordinaten. 




Sei jetzt (Fig. 31) OPO'Q' eine Ebene senkrecht 
zum Hauptschnitt ASB, welche alle Kegelkanten 
schneidet, [Man erhalt sie, indem man in S auf ASB 
das Loth errichtet, durch S eine Gerade y im Aussen- 
raum des Kegels zieht, durch S und y die Ebene legt 
und zu ihr irgend eine Parallele konstruiert.] Es 
werde noch "Winkel OO'S mit 0', nnd AOD mit 0, 
ABS mit j?, 00' mit 2a bezeichnet. Dann ist wieder 
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BD ainO' 
' 0'D~ Bin^ 

, amOsinO' 
y*s=i(2a — X.]—. : — . 

Der Faktor von X (2 a — x), kurz i>, ist a) konstant, 
L) kleiner als 1, da er sich (durch Erweitern mit 2 
und Anwendung der Formel 2 sin x sin y = co8(x — y) — 
coB(x-}-y) anf die Form -Tj^ — bringen läast. Damit 
ist bewiesen: Die Sohnittkurve ist eine Ellipse, deren 
grosse Axe 00' ist, denn ans dem Fotenzaatz des Torigen 
Paragraphen folgt unmittelbar die sogen. Scheitel- 
gleichnng der Ellipse y' = x(2a — Ji)— r- 

IstASB ein beliebiger Axenschnitt, so erhält man 
die Qleichung der Ellipse in schiefen Koordinaten, 

Wörtlich ist der Beweis fUr die Hyperbel derselbe, 
nur dass die Schnittebene parallel einer in den Eegel- 
ranm eindringenden Ebene geführt wird, welche ans 
dem Kegel zwei symmetrisch zu SB (u. SA) gelegene 
Kanten ausschneidet, welche die Bichtnngen der Asymp- 
toten geben. 

Für Ellipse und Hyperbel ist von Dandeliu ein 
sehr einfacher Beweis geführt, wobei der K^el als 
gerader Kreiskegel voransgesetzt wird. 

Die Spitze sei S, die Schniltehene treffe alle 
Kanten ; es werde der Axeoachnitt geführt, welcher auf 
der Schnittebene und der Ebene des Qrnndkreises zu- 
gleich senkrecht steht, also auch auf ihrer Schnittlinie. 
y.r schneide den Kegelschnitt inAA,. Man lege dann 
in den Raum zwischen Spitze und Schnitt die Kugel, 
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welche den Kegel und Beinen Soboitt berührt, und 
ebenso in d«ai AnBBenrnnm. Der Dnrcbscbnitt stellt ein 
Dreieck A 8 Ä^ dar mit dem Inkreis nnd dem zn 8 ge- 
hörigen Ankreis. (Dass F nnd F, anf AA, liegen, 
folgt daraus, dass wenn man einen Punkt X der Kbene 
des Schnitts mit F bezw, F, verbindet, und ebenso mit 
M bezw. Ml, das Dreieck MXF besw. M.XF, bei 
F [bezw. F,] einen rechten Winkel bat; so dass die 
Hypotenuse MX stets grösser als die Kathete MF ist.) 

Sei P ein beliebiger Punkt auf dem Umfang der 
Schnittkorre. Man ziehe PF nnd PF,, desgleichen 
SP, welche die BerUhrnngskreise BB, in D nnd CC 
in £ trifft. Dann ist PF == FD (Tangenten vom selben 
Punkt an die Kugel), PF, = PE, also PF+PF, = 
1)E = BC = AA„ d. h.: 

DerKegelschnitt ist eineFllipse, deren 
Uauptaxe AA, und deren Brennpunkte F 
und F, sind. 

Ebenso wird gezeigt, dass wenn die Schnittebene 
zwei Kanten des geraden (Doppel-) Kegels parallel ist, 
der Schnitt eine Hyperbel ist. 



X. Abschnitt. 

Höhere Karren. 

§ 34. Deflnition der Tangenten, Doppelpunkte etc. 

Alle Karron, deren Gleichungen in Punkt- oder 

Linienkoordinaten nicht vom ersten oder zweiten Qrade 

sind, fasst man zusammen anter dem Namen nhöhere 

Kurven". Schon von den Kurven 3. Grades unter- 
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icheidet man 219 Arten; wir werden nns daher auf 
einige Beispiele höherer Kurreu beaohrSnken. 

Zuvor sind einige Begriffe festzalegen; vor allem 
der der Tangente. FUr die Knrren 2. Grades genügt 
es zu sagen, die Tangente ist die Gerade, welche mit 
der Kurve nur Einen Fankt gemeinsam hat; dazu war 
nötig, dasB die beiden gemeinsamen Lösungen der 
Gleichungen der Geraden und der Kurve in Eine eu~ 
sammenfielen. Man bann aach sagen , die beiden 
Lösungen haben einen verscbwind enden Unterschied- 
Hieran anknüpfend de&nieren wir die Tangente im Fankte 
F der Kurve als eine Gerade, welche mit der Kurve 
ausser P noch einen F unendlich nahen Punkt gemein- 
sam hat, der also für die AnschanuDg mit P zasammen- 
fiUlt. Man kann aber beweisen, dass generaliter 
alle F benachbarten Kurvenpunkte auf einer bestimmten 
Geraden liegen, der Tangente, die dann, weil sie 
eine Gerade ist, durch F und eineii F benachbarten 
Kurvenpnnkt beatimmt ist. Die Tangente in F musa 
also als diejenige Gerade angesehen werden, die mit 
der Kurve inF ein Linienelement, das seiner ver- 
schwindenden Länge wegen stets geradlinig zu denken 
ist, gemeinsam hat. Denken wir uns die Kurve 
mechanisch durch Bewegung eines Punktes erzengt, 
so giebt die Tangente die Itichtung des sich be- 
wegenden Punktes in F an, und man kann die Prin- 
zipien der Mechanik (Parallelogramm -der Geschwindig- 
keiten) zu ihrer Konstruktion benützen, wie dies gleich- 
zeitig und unabhängig von einander Toricelli und 
Boberval gethan. 

Es kann aber auch vorkommen, dass die P un-. 
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eadlich nahen Kurrenpunkte sich aaf zvei verschio^dene 
Geraden verteilen, die Kurve hat dann in P eine 
Singularität, nämlich zwei verschiedene Tangenten, 
sie hat dann Zweige, welche sich in P durchschneiden 
(Fig. c von S. S. VIII.), Pnnkt P heiast dann 
Doppelpunkt. Der Punkt, der in seiner Bewegung 
die Kurve dnrchlänft, kommt zn zwei verschiedenen 
Zeiten an dieselbe Stelle F nnd mit (generaliter) ver- 
schiedener Bichtung. Entsprechend ist die Erklärung 
von dreifachen etc. Punkten. 




Die beiden Tangenten in P können reell sein, 
dann bildet die Knrve in P eine Schleife wie in der 
Fig. 60a and F beisst Knotenpunkt, sie können 
imaginär sein wie z. B, im Punkte x^5, y^O der 
Kurve y' = {x — 5j'(x — 7), in diesem Falle heisst der 
Doppelpunkt isoliert oder „Einsiedler". (Die 
beiden Kurrenzweige, die sich iu ihm durchschneiden, 
sind imaginär.) 

Die beiden Tangenten können aber auch in eine 
zusammenfallen; dann heisst der Doppelpunkt P Spitze 
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oder £,iickkehrpuDkt, die Solileife zieht sich zu einem 
Knoten zasoimmen , bezw, durchläuft der Funkt einen 
Nullkreia, die beiden Zweige der Kurve berühren sich 
in P. Die Spitze ist erster Art, wenn, wie Fig. d 
(S. S. VXII), die beiden Zweige an verschiedenen Seitea 
der Tangente liegen, zweiter Art oder Schnabel, 
wenn sie, wie Fig. e, an derselben Seite liegen. Die Spitze 
ist, da sie das Zusammenfallen der Tangenten erfordert, 
eine höhere Singularität als der Knotenpunkt. 



Fig. il. Flg. 0. 

Da die Gleichung der Geraden nur 2 Konetanfen 
enthält und die Bedingung durch FH^, |yi) za geben 
schon eine Relation zwischen den Koordinaten der 
Linie giebt, so giebt die Forderung auch noch durch 
einen zweiten, P unendlich nahen Punkt zu gehen, eine 
zweite Relation, durch welche im Allgemeinen die 
Linie nkoordi Daten bestimmt sind, ausser wenn die zweite 
Itelatian identisch erfüllt ist. Im Allgemeinen haben also 
selbst die transcendenten Kurren (deren Gleichung als 
von unendlich hohem Grade angesehen werden kann) 
in einem beliebigen Punkt P nur Eine Tangente. 

Rein geometrisch definiert mau die Tacgcnte, so 
dass man eine Sekante sich um einen Schnittpunkt P 
drehen lässt, bis der P nächstliegende Sohniltpunkt 
mit P zusammenfällt. Für einen Doppelpunkt oder 
allgemein für einen vielfachen Funkt erleidet diese 
Definition eine Ausnahme, man muBS dann die einzelnen 
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Zweige der Kurve trennen. Man sieht, dasa es vor- 
kommen kann, daaa die Tangente in P zugleich Tangente 
an einen oder mehrere andere Knrvenpankte ist, dann 
heiggt die Tangente Doppeltangente bezw. mehr- 
fache Tangente, fallen die beiden Berährungspankte der 
Doppeltangente in P zusammen, so beisst die Tangente: 

Wendetangente, nnd P ein Wendepunkt. 
Die Wendetangento hat in F zwei Linienelemente 
mit der Kurve gemeinBam. Gewöhnliche Wende- oder 
Inflexionspunkte, in denen die Kurve die Wende- 
tangente darch schneidet , kommen bei jeder Kurve von 
mehr als 2. Grade vor. 

Die Tangenten in den unendlich fernen Funkten der 
Kurven hebsen Asymptoten (vergleiche die Hyperbel). 

Für algebraische Kurven kann man auch alge- 
braische Definitionen geben , z. B. die Tangente in P 
definieren als die Gerade, für welche in F mindestens 
zwei gemeinsame Lösungen zusammenfallen, den Doppel- 
punkt als einen Funkt, durch welchen jede Gerade die 
Kurve in höchstens noch n — 2 Punkten schneidet etc. 

XI. Abschnitt. 
Die Clssoiide lies Diofcles. 

§ 35. ErzengDug der Enrve. 
Man zeichne einen Kreis um M, den Leitkreis, mit 
BadiuB a und ziehe darin den Durchmesser 2 a oder 
d, genannt S S'. Man ziehe A B und A' B' senkrecht 
auf 88' (Fig. 32) und symmetrisch in Bezug auf die 
Bymmetriease von SS'; ziehe SB', schneidet SB in 
P, es soll der Ort des Punktes P bestimmt werden, 
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fig- »*■ . . Ci:)Oglc 
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weon A'B' aich von S' nach 8 bewegt (allgemein: an. 
begrenzt in der Kichtnng S'S), und daher AB Ton S 
nach S', 

8 sei Nullpunkt, 88' aei +X, das Axeneystem 
rechtwinkelig, -j-Y wie gewöhnlich, SA iet x, PA ist 
— , die Länge von AB uad A'B' oder AC sei z, als- 
ans ist (Fythagoräiscbe Satzgruppe) 

^ ^^ *'' 2 d— X ' d — X X 
•reieck SPAi/iSB'A') also durch Maltiplikation 

^ y' j 

-j- — - = — p oder 

1) ^. = y.(d_,); 1») (.' + y')x=dy'. 

Der Ort des Punktes P ist also eine Kurve .l. Gra- 
, sie heisst Cisso'ide (vom griech. Kissoa-Epheu) und 
etwa am 200 v. Chr. von Dioklea erfunden, om 

„Delische Problem' der Würfel Verdoppelung 
:w, Vervielfachung) zu löaeu, welches gelöst ist, 
Jd es gelingt, zwischen zwei Strecken a und aj'n' 
! mittlere Proportionalen p and q einzuschalten, so 

— ^ - — ^ — ^7=- dann ist — ^ —^ — oderQ'=na'. 
p q a)/n q a n 

sind bei der Gissoide z und x zwischen d — x 

y mittlere Proportionalen. 

Die Gleichung der Cissofde kann ohne weiteres 

[er Bemerkung abgeleitet werden, dass SC und 

I parallel sind, also P8C ein bei S rechtwinkeliges 

] ik, somit nnmittelhar x'=yz, x*=y'z' also x*=y' 

( ). Man erhält also eine zweite Erzeugung der 

l_-..o. Errichtet man über der Hypotenuse 88' alle 

rechtwinkeligen Dreiecke, fällt in ihnen die Söh^n und 
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errieb tet ia S auf den anliegen deu Katheten die 
Lothe, 80 ist der Ort ihrer Schnitte mit den Höhen die 
Ciaaofde. 

Eine noch heqnemere Erzeagnng erhellt daraus, 
dass wenn SB' in D' zum Schnitt mit der Tangente 
in 8' gebracht wird 8P = B'D' ist (entsprechende 
QnerBtrecken in kongruenten Streifen) d. h. also: 

Zieht man von S aus nach allenPunkten 
der Peripherie des Leitkreises die Vek- 
toren, und trägt das Stück zwiacTien Kreis 
und der Taugente in 8' von S aus auf die 
Vektoren auf, so ist der Ort dieser Punkte 
die Cissoide. 

Aus der ersten Erzeugung folgt eine vierte von 
Newton herrührende, welche gestattet, die Kurve Ruf 
mechanischem Wege herzustellen (Fig. 33). Denkt man 
sich Dreieck AB M in dem kongmeuten Streifen zwischen 
den Senkrechten durch M und A' parallel Terschoben, bis 
M in den Cissoidenpunkt P' auf A'B' kommt, also in 
der Lage A-B"P' und B;P' um sich selbst ver- 
längert bis Q, so sind SP' und MQ parallel; verlängert 
man MS über S hinaus, bis M', so sind nach den 
elementarsten Streitensätzen M'B" und SP' ebenfalls 
parallel, das Trapez M'MQB" ist ein symmetrisches 
Trapez, also da M'MB" ein Bechter, so ist es auch 
M'QB"; wir haben den Satz: 

Bewegt sich ein rechter Winkel, dessen 
einer Schenkel die konstante Länge d hat, 
so, dass der andere Sob enkel stets dnrchden 
festen PuuktM' hindurchgeht, während der 
Endpunkt des Schenkels konstanter Länge 
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anf oiDer Geraden gleitet, welche von M' 
den Abstand d bat, so bescbreibt die Mitte 
dieses Schenkels die OiasolCde. 




DigkDssion der KnrTenKleichnBK. 
Qleichnng 1 bleibt besteben, 






irgend einem Zahlenfaktor multipliziert werden, also 
alle CisBoideD (wie alle KreiBe, Parabeln , gleichseitige 
Hyperbeln) sind ähnlich, Vergröasert man also die 
Vektoren SP von S ans auf das n fache, so ist der Ort 
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der neaeu Endpunkte eine äbnliche und äholich liegende 
üiaaofde, deren Leitkreis den DurchmesBer nd hat. 

Die Kurven gleich ang enthält nur y', d. h. zu jedem 
Wert X der Abacisaa gehören zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte der Ordinate. 

Die Kurve, heieat das, iat symmetrisch in Bezug 
auf die X-Axe. Giebt man der Gleichung die Form 

so aieht man zunächst, das« y mit wachaendem z rapid 
znnimmt und für x=^d unendlich iat, femer dass fär 
x>d und x<0 die Ordinate 7 imaginär ist, d. h.: 

Die CisBoide liegt ganz in dem Streifen 
zwiachen den Tangenten an den Leitkrsis 
in S und 8'. 

Sie besteht aus 2 symmetrischen Zweigen, die sieb 
und die Axe in 8 berühren, und im unendlich fernen 
Fankt der Tangente in S' zusammenkommen. Funkt 
8 ist eine Spitze erster Art, denn zieht man 
darch 8 irgend eine Gerade y = rx, wo i — tg^ iat, bo 
hat man für den Schnitt mit der Kurve: 

x'=»'x'(d-x), 
also x=0 und damit 7=0 iat eine doppelte Lösung, 
und ausserdem giebt ea noch die Lösung 
r'd »»d 

und für r = 0, d. h. für die x-Axe, fallt auch die 
3. Lösung mit der doppelten x^O, ^=0 zusammen. 

Wird SP mit r bezeichnet, so ist da l .^ , = 
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sin*}! igt, x^dsin*}', y = dBin'g.fg5i und da i = r 
cosf, BO ist 

2) r^dsinytgy 

die Polargleiohung der Kurve (für d«ii 
Pol 8 ^ die Polaraio S 8'). Diese Qleiclinng kannte 
auch direkt abgeleitet werden aus dem rechtwinkeligen 
Dreieck SD'S' mit der Höhe S'B'. 

"Wenn z und y beide sehr gross (aber proportional) 
80 geht 1») über in (x*+y*) = (Division mit i' giebt 
1+^ = —^.— und — wird 0). Die Kurve geht 
also durch die beiden unendlich fernen imaginären 
Kreispankte. Die Kurve bat also in keiner von den 
Aien verschiedenen Ricbtungen einen reellen Paukt im 
Unendlichen ; wenn y endlich bleibt, ist es x auch, aber 
wenn x = d ist, wurde y unendlich, d. h. : 

Die Kurve hat eine reelle Asymptote, 
die Tangente an den Leitkreis in S'. 

(Das folgt aohoD aus der Konstruktion.) 

Errichtet man im Punkte P{(x,|y,) der CisaoKde 
auf den Vektor SP die Senkreciite g, so ist deien 
Gleichung 



oder 



iL,.- 



Die Linienkoordinaten der Geraden, u und i 



Dies ist aber die Gleichung 
LiDienkoordinaten. (S. 9i). 
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Der Parameter derselben ist 2d und ilir Scheitel 
ist 8, die Aie fällt in die Gerade SS' und aus der 
Bedeutung von a fUr die Farabeltangente folgt, dass 
sie die ßichtung S'S hat; wie Fig. 34 zeigt. Also: 



Par 




>ie Cissoide ist der 

Lothe, welche man vom Sc 

ibel auf die Tangenten den 



Die CiBBo'ide gehört demnach zu den sogen. Fusb- 
punktenkurven. Berücksichtigt man die Bemerkung 
am Anfang des Paragraphen, ao sieht man, dass anch 
der Gegenpunkt des FarabeUcheitels S in Bezug auf 
irgend eine der Tangenten eine Gisso'ide beschreibt 
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(äbnlicli and ähnlicli liegend, mit dem Durchmesser 
2 d). Dieser Gegenpuokt ist aber der Scheitel einer 
der urepr anglichen kongruenten Farsibel, welche aaf 
dieser aussen rollt, wir haben den Satz: 

Eollt eine Parabel aussen aufeinerihr 
kongruenten, ho beschreibt derScheitel der 
rollenden Kurve eine Cisso':fde. 

Die Cissoide gehört also zu den Rollkurven 
(vergl. Abschnitt XIV). 

§ 37. Die ClssoMe als inverse Kurre der Parabel. 

Die Cissoide steht mit der Kurve, deren Scheitel- 
fusspunktskurve sie ist, in noch einfacherer Beziehung 
(wie im allgemeinen die FusspunktskurTen). 

Verlängert man (Fig. 32) den Vektor SP = r über 
8 hinaus, bis er die Farabel in Q schneidet, und setzt 
SQ = ft und P{(x|y); Q{(||.i), wo, da die | auf der 
negativen Seite der X-Axe liegen ij'^ — 2p|^ — idi 
ist, so ist ii = esin(180+y); |=ecos{180+y), also 
e = — :— i und mit Benutzung von 2) 

4) pr=4d'. 

Kennzeichnet maa den Umstand, dass f dem r 
entgegengesetzt gerichtet ist, duroh das Minus zeicbeu, 
80 ist fr= — 4d'. Diese Beziehung drückt sieb kurz 
aus durch den Satz : (vgl. § 17) 

Die Cissoide ist die entgegengesetzt 
inverse Kurve der Parabel. 

Da Cissoide und Parabel inverse Kurven sind, so 
lässt sich die Tangente an die Cissoide in P | (x|y) sofort 
konstruieren. Der Tangente in P entspricht der Kreis, 
Simon, Analytlacbe QeometiiB der Ebene. ii 
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welcher durch 8 geht und die Parabel in Q{(|[7) be- 
rührt. Sein Centrum liegt also auf der Parabel- 
normalen in Q und anf der Normalen in der Mitte 
von SQ. Es iat bequem für die folgende ßechnaog^ 
die Richtung der Parabelaie als die der +X anzn- 
aehen; wir haben dann für die Koordinaten |' und ij' 
des Mittelpunkts die Gleichungen beider Normalea 

und erhalten hieraus ?' = p-|-'/,f. 

Folglich für Abscisae 2|' des Punktes U, in welchem 

der Kreis die Parabelaxe schneidet: SU^^2p-|~3£', 

und hiermit, da SU. ST=4d' ist, für ST d. i. das 

Stück, welches die Cissoidentangente von deren Aza 

68' abschneidet: 8T = — ^J^. 

I 4d' 
D8p=2d nnd|J| = ßcoay, undco3y = — , p= 

dy' 



1 + 3 



x+3dx' y'+3r» 
:— j - ^n und damit die Snbtangente 

-=4^^ ■>-'-— ---i^^>- 

Da X (d — x) = z' = AB' war, so ergiebt sich hier- 
mit sofort die einfache Konstruktion der Tangente: 
Man verlängere SS' über 8' um den Radius a bis zu 
dem festen Paukte 0, verbindet mit B, errichtet 
in B auf OB das Lotb, schneidet SS' in T, so iat 
P T die Tangente (Fig. 35). 
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Aach der KchtttDgsf«ktor t and damit die Qlei- 
cIiaDg der Tangente iat sofort beBtimmt, da 




Google 
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§ 38. Tangente} ETolnt«. 
Aas den Gleichaugen der Normalen von B nnd 
der Mittelaen kr echten von SQ ergiebt eich tUr die 
Koordmat^n a, ; ß^ des Centmms des Kreises der durch 
8 geht nnd die Parabel in Q berührt o, — p = *;j^; 

C — 4f- |-,w,n.(ä{(fl,)i,.. 

Vermöge der Parabelgleiohnng erhalten wir: 

'^ ''' 27 p 
Diealst die Öleichnng einer Neil'aobeii Parabel, 
deren Scheitel F' vom Brennpunkt F um -^ entfernt ist. 

LäBst man die Bedingung durch 8 za gehen fallen, 
verlangt aher, dass der Kreis die Parabel ausser in Q 
noch in einem Q unendlich nahen Punkte K f (|+m | iT+h) 
beriibre, so hat man ans der Farabelgleichnng i}N=pb, 
unter VemachläaBigung von x', und zur Bestimmung 
der Koordinaten o', ß" dea Centruma K' dieses Kreises, 
des sogen. Krümmungskreis der Parabel in Q 
(vgl. Cycloide) dient die Gleichung der Normale in Q 
und der in R, woraus 

a'-p = 3|; f = ^; also „'-p = 2{a,-p); 

ß' = ^ß. 
Nennt man den Badius dieses Kreises pp, so ist 

(p+ä?)' 



=({-.0"+(i-«' 

27 p 
m n n g 3 centren die sogen. Evolute der Parabel, 



und I«) ß'^-^ V^'-V) fj^. j^ Qj.^ derKrüm- 
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Hieraui folgt znoächat die einfache Konstruktion 
von 'S.': Man trage von der Normale N (Fig. 17) ans 
auf der Äie die Strecke ßT B,h bis ß', errichte dort 
das Loth auf der Axe, welches die Normale im K' 
schneidet. 

Soll der BerUbnmgskreis darch 8 durch einen be- 
liebigen Funkt Ä|(|a|<ia) gelegt werden, so hat man 
ausser I noch die Gleichung der Symmetrieaxe von 
SÄ zur Bestimmung von a^ und ^,; da sie linear 
ist, so folgt, dass sich fiir a, — p,, oder besser fttr 
'/,(ii^ — p) oder I, die Äbscisse des Berührungspunkts, 
und damit für a, und ß, drei Paar Werte ergeben, 
also sind durob einen Punkt drei solcher Kreise möglich, 
also auch Ton dem A inversen Funkt aus 3 Tangenten 
an die Gissoide, d. h. also: 

Die CisBoide ist eine Kurve 3. Ordnung. 

Hiebe! ist die Lösung ß = nicht berücksichtigt, 
sie führt auf den stets möglieben Kreis der durch A 
gebt, und die Barabel in 8 berührt; ihm entspricht 
der Strahl, welcher den A inversen Punkt mit S ver- 
bindet. 

Die Gleichung 3. Grades selbst lautet, wenn 

^' — vund-g--^^.2,.-3-^ 

gesetzt wird: -*•— 3.*{9— 2y) — {(9— v)*— 27)=0. 
Ihre DIscriminante (vgl. Schubert Arithmetik S. 68) 

D ist V» l-j 1], sie hat also 2 gleiche reelle "Worzeln, 

wenn v = und v = 4. Dm. erste gieht fa' + ija' 
=2pfo, d. h.: den Kreis der nm F' mit p ge- 
schlagen ist. Dieser Kreis, der dieParabel im Scheitel 
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Tierpiiaktig berührt, zählt also doppelt, nnd auBserdem 
giebt es fiir seioe Fankte nur noch Eine Liösung: 

Diesem Kreis, dem Soheitelkreis, eatapricht invers 
die Asymptot« der Cissoide (die Leitlinie der Parabel], 
von ihren Funkten giebt es also (ansser der Asymptote) 
noch Eine Tangente. Ist j|(d|yi) der Ainverse Punkt, 
so findet maa leicht 

d— x _ 9d'_a' X _ \d 

X ^ 4 yi ~ y" ' j ~ yi 

Hierans ergiebt sich sofort die Konstruktion dieser 
Tangente. Man verschiebt die Asymptote parallel der 
Ase nm den Radius des Leitkreises; J rückt dann 
nach J', zieht den Vektor J'S, so schneidet er die 
Kurve im Berührungspunkt F. Ist die Kurve nicht 
gezeichnet, so zieht man den Vektor von S' nach dem 
Funkt, in dem die Mittelsenki echte von 88' den Vektor 
SJ' schneidet, und dieser Vektur trifft den LeitkreiB 
in B, und das von B gefällte Loth SJ' in F. Noch 
einfacher: Man trägt das Stück des Vektor SJ' zwischen 
Kreis und Asymptote von 8 auf SJ' ab, giebt P. 

Für die Funkte im Innern des Scheitelkreises ist 

V negativ, also D positiv, also giebt es für sie nur 
Einen reellen BerUhrungskreis; dem Innern des Kreises 
entspricht das Aeussere der Asymptote, also lässt sich 
von Funkten jenseits der Asymptote nur Eine Tangente 
an die CiBso'ide legen. D wird dann wieder 0, wenn 

V = 4 d. h. aber Jja' = 2p f a. Für die Funkte zwischen 
dem Scbeitelkreb und der Parabel ist D negativ, also 
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giebt es für sie 3 Kreise; also für die Punkte zwiachen 
Cisaoide und Asymptote 3 Tangenten. 

Für die Punkte Q auf der Parabel fallen 2 Kreiae 
in den B er ührungs kreis bei Q zusammen, und es giebt 
ausserdem noch Einen, der die Parabel in Q durch- 
echneidet. Für die Punkte ansserlialb der Parabel ist 
I) positiv, also giebt es nur Einen (reellen) Kreia. 
Daher gehen durch jeden Cissoidenpunkt P zwei 
Tangenten, die eigene (dop^eltzuzählende) und eine, 
welche in einem andern Punkt berührt und bei P 
schneidet. Für die Punkte aber, ausserhalb des Rauinea 
zwischen Cisso'ide und Asymptote giebt es nur Eine 
Tangente. Die Gleichung I ist mit I* identisch, wenn 
in I^p durch 2 p ersetzt wird, und dann der Anfangt- 
punkt um p in der Axe nach dem Scheitel zu verschoben 
■wird, Alao: 

Verschiebt man die Evolute einer Parabel 
parallel der Axe um den halben Parameter 
nach dem Scheitel zu, so wird sie zur Neben- 
evolute der Parabel mit halbem Parameter. 

Liegt der Punkt A {(|al «7») auf der Parabel selbst, 
so ist v = 4, 80 hat man: A»— 3-J+ 2— = (^ — 1)' 
{X + 2), welche Gleichung ausser der a priori klaren 
doppelten Lösung X = l, d. h. | = Jai noch die Lösung 
Ji = — 2 d. h. | = *;,(a^— p) = '^Ja hat. Also: 

Der die Parabel in Q {{S\ii) schneidende 

Berührungakreis, berührt in q {(jF^'')- 

Da das Verhältnis der Koordinaten durch Inversion 
j' 2x 
aich Dicht ändert, so ist —7=^ --, d.h. 16^5'^= — 2t|fy. 



168 XI. Abschnitt. Die Clssolde des Diokles. 

Mao: 

Durch jeden Funkt der Cisao'ide geht ausser der 
Tangente in ihm noch eine zweite Tangente aa den 
entgegengesetzten Zweig, man erhält den BerUUmngB- 
pankt, venn man die Ordinalen über ihren Fusepunkt 
hinaus um das Zweifache verlängert ttnd den zugehörigen 
Vektor zieht. 

Will man also im CisBOidenpunkt P die 
Tangente ziehen, so verlängert man (Fig. 35) 
die Ordinate um ihre Hälfte bis L, zieht 
den Vektor nach dem Endpunkt, achneidet 
die Ciasoide in P', so ist P'P die Tangente. 

Liegt die Kurve nicht gezeichnet vor, so kann man 
die alte Konstruktion benützen, oder die Abacisse im 
Verhältnis-^: d — x teilen, oder was das eleganteste: 
Man zieht den Vektor von S nach L, bis an die Asymp- 
tote nach N; der Soheitelkreis schneidet SN in TT, 
trügt "UN von S aus auf den Vektor bis P' ab, so 
ist P'P die Tangente. 

Bei der Inversion bleiben die Berühr angseigen- 
schaften der Kurve erhalten, einem Kreis entspricht 
ein Kreis, somit entspricht dem KrUmmungekreia der 
Parabel der der Cisao'ide. Die Centren sind nicht 
entsprechend, die Kadien nach entsprechenden Funkten 
ontiparallel, da^ Inversionscentrum S ist der innere 
Aehnlichkeitspunkt. Sind K' und K die Centren, und 
schneidet der Inversionastraiil SQ den Kreis K' noch 
in Q', Bo sind KP und K'Q' parallel. Werden die 
Koordinaten von K mit a und |9, der Krümmungsradius 
der GissoiJe mit po bezeichnet, so ist: 



Tangente; Evolute. 



fo _ SP SP.SQ 

PnnkteB 8 in Bezug auf den. Krümmangikreis, Die 



8Q.8Q' ist die Potenz des 




Fl«, SJ. 

Potenz des Soheitela ä 
Zug auf den Krtiinmungs 
Karveiipunkte_Q{(f|.7)iBt 



r Parabel in Be- 
reis im beliebigen 
-3r;8P.SQ = -4d'i 
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also: — ^ — , ,, ■■ Es ist allgeoiein, wenn 8Q wieder p; 

S P wieder r ist, | = p cos y = -— = — j— = — — ^ — , 

djc' 

Nach der Cissoidengleioliung ist r' =^ -j , also: 

°''«''- bC(d-x)' ■ 

Die Konstruktion des KrümmungscentruniB ist nach 
dem Vorstehendea einfach. Für die Koordinaten a und 
ß ergiebt sieb : 
— a_eo_^d^_ ß f^_^^ 



^ = -j— ) also: 



IIb) ^1 



64 d'_16 d's _16 / 



f 9 d — I 



d ~ 3 ;: " 



rtg-p, 



voraus sich eine höchst einfache Kouatruktion des 
Krümm ungacentr ums ergiebt. 

« 4 d' 4 d' , „ ^, 4 , 

/2d' , d\ d 9fl* 

III) — 512« d= = 27,8' + 288^' d' 

die Gleichung der Evolute der Cissoide, 
welche sich demnach als eine parabelartige, bis auf S 
ganz im negativen Teil der Abscissenaxe liegende 
Kurve I.Grades ausweist. Die Nebenevoli^te der 
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Ciasoüde, d. h. der Ort; der Centren aller Kreise, 
welche die Cissoide berlibrea nnd durch S gehen, ist 
eine za ihrer Parabel ähnlich liegende Pa- 
rabel mit halbem Parameter; denn berührt das 
in P auf S P errichtete Loth die Parabel in Ö, so ist 
der dem Dreieck SPO umschriebene Kreis invera 
zur Parabeltangente ia dem P inversen Parabelpunkt 
Q, er berührt also die Ciaso'ide in F und die 
Linie, welche P mit der Mitte von SO ver- 
bindet, ist die Normale der Cissoide in P. 
(Beweis: Denkt man sich zu Q den inversen [Cisso'iden] 
Punkt % m ist 81ßO = SPO = 90', also ^Q die 
Parabel tu ngente in Q.) Es ist leicht, dies durch die 
Bechnung zu bestätigen. Zwischen den Koordinaten 
von Q i{i"t n") und Q ({i\t!) hestehen die Relationen: 
i"i = id.''; Y'>i = — gd'. Der Punkt ? und der zu 
P gehörige P' sind daher konjugierte Punkte, d. h. 
ihre Äbsciasen sind zusammen d, ihre Amplituden zn- 
gammen 90°, diej giebt ein Mittel an, die Parabel 
mittelstdes festen Leitkreis es dieTangente 
linear zu ziehen. 
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Zieht man den ßadius vector S P aus, bis er die 
Tangente in 8' (die Asymptote) in D' (Fig. 32) schneidet, 
und denkt sich die zugehörige Amplitude q? in n gleiche 
Teile geteilt and die zu den Teilpunkten gehörigen 
Vectoren r, r, . . rg . . . gezogen und verlängert, bis sie 
die Asymptote in D, D, . Dk . ■ treffen, und bezeichnet 
SDk mit R^,. so ist das £lement der inneren .;Fläche 
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zwischen rk-i »nd Hi ^^ Differenz der Ereisselctoren 
mit den Radien Bk ttnd rk und dem gemeinsamen 
Centriwinkel — , also: Ffc^-^- — (Äk* — r**)- Bezeichnet 

man 5p: n mit tp, so ist, da Bk = ü3~" und rk = 

daiiikifitgkv ist: 

"'- i Ts?w ('- -i» ''*)- T *■(' + »° ■'■»)• 

Für F selbst also d. h. fdr das Flächenetadt zwischen 
Enrre, Äxe, Äsymptot« und den Vektor zwischen Snm 
und Asymptote — Cisso'f denTiereok — ist 

F = -^dV+4" dv||i%in*kv. 
EBi8tabersin*kv='/,2Bin'kip=V,(l— coa2kv), 

also i/2!=-^tp 2-ipJcoa2kV, 

Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ist 

nnd wenn a über jedes 



Bin(n + '/.)2-p , I 1 



2sinv 

Mass gross: '/»'P'^= V, *in2y, also 

6} F = '/, d'y— Vgd'Bingg.; in Worten: 

Das Gifiso'idenTiereck ist gleich dem 

doppelten zugehörigen Sektor des Leit- 

kreises (B'MS') vermehrt am das zugehörige 

Segment desselben (8'B'). 

Nimmt man vom Giasoidenviereck das Trapez 

APD'S' weg, wolche8 = -2-d'sin 29' + -Qd'co8ip8in'y, 
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so ist die Fläche J, begrenzt vou Karre, Abgcieae 
und Ordinate; 

6^J J— '/, d'y— '/jd'Bin2y — '), d*co8 9'8in*gi. 

Ist <p = -g-, 80 ist 

7) J = '/, d*-^d, h,, wie Huygens gefunden: 

Das Flächenatack zwischen der ganzen 
Ci880ifde und ihrer Asymptote iat dreimal 
so groas als der erzeugende Krei8, Die vor- 
stehende Methode der Quadratur ist ohne weiteres 
auf die aus der Ellipse hervorgegangene Clsso^de an- 
wendbar. 



Xn. Abschnitt. 

Casslni'sclie Karven oder Lemnlseaten. 

§ 40. 
Gegeben seien die Funkte F und F,, .die Brenn- 
punkte", es HoH der Ort des Punktes P bestimmt werden, 
für den das Produkt (Rechteck) seiner Entfernungen 
von F und F, gleich dem konstanten Quadrat c' ist. 

Die konatante Entfernung FF sei 2a (Fig. 36) 
(a die „Brennweite"). Der Axenwinkel sei 90', 
die Mitte M von FF, sei Nullpunkt, MF, (F, rechts 
von M) sei+X; ferner PF = f; PF, = p,; PM=r. 
Winkel PMF, =91, Nach dem Coainussatz ist a) im 
Dreieck PMF 

e' = (r' + a') + 2aroo89>. 
b) Im Dreieck PMF, 

?■* = (■•'+**)— SarcoB f. C.O<.>^k 
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Multipliziert man, so erbellt 

1) p'e,'=(r' + a')' — ^''''''"^' '' = *=* 
oder: 

2) r*— 2a'r'co82^=c* — a* = d*. 

Die Gleichting 2 ist die Gleichung der Ortakarve 
io Polarkoordinaten mit M als Centrum oder 
Pol und MF, als Polaraxe, 



A/i\\. 



Fig. SS. 

Man siebt sofort, dass 3 Fälle zu n nter scheiden : 
c>a; c<a; getrennt durch c = a. Die Kurven beissen 
gemeinsam: Cassini'scbe Kurven oder Lemnis- 
caten, sie spielen in der Optik eine Bollo und er- 
scheinen im Polarisationsapparat , wenn aus einem 
optisch zweiaxigen Krystalle eine zur Winkelhalbieren- 
den der Axen senkrechte Platte geschnitten wird. 

Da coBy^ — und r'^s*+y', so hat man 

3) 4a'x'=(r'4-a')'~c'=(r'+a'+c')(r'+a»-c*} 
4aV' = c^-(r'-a')' = (r'+c'-a')(c" + a»-r>). 

Jede der Gleichungen 3) zeigt, daaa die Kurven 
vom 4. Grade sind. Benatzt man beide Gleichungen 3), 
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Bo sind die beiden Yariabeln x' und j* mittelst 
der Grösse r* einfach aoBgedrückt, r heiset dann ein 
Parameter, nnd die Einführnng eines Parameters ist 
täe höhere Kurven, besonders für Transoendente oft 
sehr zweckmässig. Ersetzt mau r' durch x*-|-y*, so 
erhält man 

4) {i'+y' + a')' = c'+4a*x' oder 

5)(x' + y')'-2a»(x»-y') = d*. 

Die Qleichnngen 4 und 5 enthalten nar die Quadrate 
von X und y, daher sind beide Axen Symmetrie- 
axen der Kurven und ea gehören immer 4 Punkte 
zusammen, deren Koordinaten sich nur durch die Vor- 
zeichen unterscheiden (cf. § 1), wir wollen sie ein 
System „gepaarter" Punkte nennen. Man kann 
sich also bei der Untersuchung der Gestalt der Kurven 
auf den Quadranten I (-(-Xj-l-y) beschränken. 

Für die Konstruktion der Kurvenpunkte kann 
man sich entweder des Potenzsatzes beim Kreise be- 
dienen oder (Fig. 37) man schlägt nun F und F, mit 
Kadien p und p, Kreise, so dass ee, ^c' ist Ist z.B. 
AB CD ein Quadrat mit der Seite c und verbindet 
nun B mit einem beliebigen Punkt G auf A D, so 
schneidet BG die Seite CD in E so, dass AG.EC 
= c' ist. Darob Drehung des Strahles B G erhält man 
alle zuBammenpassenden Werte von f und q^, von bis oc. 
Die Kreise, die man um F und F, mit AG und EG 
schlägt, schneiden sich im Allgemeinen in 2 Punkten, 
und durch Vertauschung von AG and EC erhält man 
die beiden anderen mitgepaarten Funkte. 

Wie aach c sein mag, so hat eine Schaar jener 
Kreise immer reelle Schnittpunkte, denn wenn der 
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Hadina g sehr grosa, so iat p, aehr klein und der Kreia 
um F schlieast jenen um F, ein, wenn aber p sehr klein 
und p, sehr gross, ao ist's umgekehrt, dazwischen musg 
also der Fall eintreten, dass die Kreise eich achneiden. 
Die Gleichung 3 zeigt, daaa weDn y =^ ist, 
x'=^c'-i-a' oder a' — c* iat, die Kurve muss also, 




Flg. s?. 

vie auch c sei, die X-Äzb in den zwei (reellen) Pnnkten 
y = 0,x = +Vc'4-a' achneiden; die beiden anderen 
Schnitte aiud imaginär (unsichtbar), wenn c > a, reell 
wenn c<a, und fallen, wenn c = a in M zuaaminen, der 
dann doppelt zu zahlen ist. Man aieht aus jeder 
der Gleichungen, dass M das Gentrum der Kurve ist, 
allerdings im eigentlichen Sinne d. h, ao, dasa jede 
Simon, Analytische Geametile der Ebma. 12 
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Strecke, welche dnrch M geht lud zwei (reell«) 
Kurven punkte verbiiidet, in M halbiert wird, nor wenn 
c>_a ist; da, wenn c<a Gerade durch M, deren Qleichung 
also TOn der Form y = iy ist, die Kurve in zwei Paar 
reellen Funkten schneiden können (■! | ft) , ( — Ji I — f), 
(-J'l/*'), ( — i'\ — /»') und nur die Verbin dungBsehnen 
von Punkten mit entgegengesetzten Koordinaten werden 
n M halbiert. 



Flg. S8. 
Ist 3c = 0, Bo ist y'^c* — a' oder (c'+a*); zvPei 
Schnittpunkte der Kurve mit der Y-Axe sind also 
stets imaginär, die beiden andern nur reell, wenn o>a. 
Ist c = a, BO fallen auch diese beiden in M zosammen. 
Wenn aber c < a, so besteht die Kurve ans swei ganz 
Tetrennten symmetrischen Teilen, die sich auf d^r Grenze, 
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wenn c=«, in M vereinen; wenn c>a, bo bildet die 
Kurve nar einen Zug. Die Kurven liegen, wie 2) 
oder 3) zeigt, Btete im EsdlicbeD, da r' in die Grenzen 
o' + a' und c' — a' eingeschloHsen, und wie 5) zeigt, 
auch X* — y*; sie haben also keine reellen Asymptoten. 
Gleiohung 3) zeigt, daas 4ft'y' und damit y' «nd 
damit der absolute Betrag von y„|y|" am gröasten, 
wenn r'^a', r^a ist, d. h. also in den i Funkten, 
in denen der Kreis um M mit Radius MF, die Kurve 
schneidet, und dass dort |y|^— ist. Da aber x' nur 
positiv, X reell, wenn r'>c' — a' ist, so sind diese 
Punkte nur dann vorhanden (reell), so lange a'>c' — a' 
ist, d. h. c'<2a* ist. Die Kurven haben dann in 
diesen Funkten 2 Doppeltangenten, welche der 
X-Axe pralle) sind. 

Die Gleichung 4) lehrt, daas der kleinste Wert von 
r' + a' und damit von r' und r eintritt, wenn x = 0, 
r' = c* — a' ist. Es ist leicht zu zeigen, dass so lange 
c*<2a ist, die Kurve an diesen Stellen, wo sie die 
Y-Axe schneidet, eine Einsenknng hat, die sich je 
näher c' an 3a' kommt, Terliert und umgekehrt immer 
stärker wird, wenn o' abnimmt und sich a* nähert, 
big für o^a die beiden Einaenknngaorte sich zu einem 
Doppelpunkt in M vereinen. "Wird c' noch kleiner, 
so reiaat die Kurve auaeinander und bildet zwei ge- 
trennte Ovale, während, wenn c' = 2a' die Kurve 
die Gestalt eines Ovala bat, wie die Figur 38 zeigt, 
in der die beiden Grenzfälle o = a und c' = 2a' aus- 
gezogen, die anderen punktiert gekennzeichnet aind. 

Den Beweia der Einaenkung giebt Gleichung 3) 
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da vie 4) zeigt, r eich ffir von ans wacIiBende oder 
abnehmende Beträge des x stets am positive BefrSge 
ändeit, so ändert sich 4a'y' in der N&he von x=Ot 
bezw. r' = c' — a' um 2e{2a' — c"), wo ■ die in dieser 
Umgebtmg stete positive Aenderung tou r* hezeicbbeL 
So lange also 2a>>c*, wächst 4a'y* und damit |j| zu 
beiilen Seiten der x = und |y| hat dort ein Minimam 
i a' — a*. "Wird o'=2a', so wird farx=Oy'^a'| 
und der Kreis nm M mit a berührt die Enrve in dea 
Funkten, wo sie die T-Axe sobneidet und {y{ zugleich 
sein Maximum bat. Die Karre hat daoii mit den 
beiden Parallelen zur X-Axe y = + a nur den Punkt 
x = 0, y = + a gemeinsam, und keine weiteren reellen 
oder imaginären, d. h. alle 4 gemeinsamen LSenngen 
fallen in die Eine zusammen, die Kurve hat dort eine 
Doppeltangente, deren beide Berühnrngsstellen 
zusammenfallen (aber keine Wendetangente). 

Der Gleichung der Kurve liess sich die Form geben: 
5) Cx'+y')'-2a'(x'— y.) = c'— a* = d*. 

Setzt man darin x'+y'=y'; x' — y'=i' — g-i 
so geht 5) über in 6) y' ^2a'x'. 

Diei ist die Gleichung einer Parabel, 
deren Parameter a* ist. 

(Dabei ist za bemerken, dass x'; y*; a' Mass- 
zahlen sind, also Zahlen, und wieder auf eine Strecke 
als Einheit bezogen werden können.) Wir haben den 
wichtigen Satz: 

„Alle Cassinischen Kurven derselben 
nBrennweite a geben aus derselben Parabel 
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„mit dem Parameter a' durch eine einfache 
„Transformation 2. Gradea hervor. 

Da, wenn i = und y = ist, y' = und x' 
= s~i ^st, BO hat diese Parabel, wenn -J-X ah ihre 
Hauptaxe angesehen wird, den Scheitel auf dem 
Punkt, der in Bezug auf die alten Koordinatenaxen 

d* 
die Koordinaten y=0, x = — ^ hat. Je nach dem 

Wachsen von o* entfernt sich also der Scheitel auf der 
X-Axo vom Punkte -f-g aus nach links, bei c=a ist 
er in M, Jedem Parabelpunkt (x'y') entspricht ein 
System gepaarter Cassinischer Kurvenpunkte, die man 
einfach konstruieren kann als Schnitte des Kreises 
x'+y'=y, und der gleichseitigen Hyperbel i' — y* 
= x' — "ö~i' Jeder Farabelsebne entspricht ein cen- 
traler Kegelschnitt, der die Kurve in 2 Systemen 
Bohneidet, er ist bestimmt durch die Gleichung 7) x' 

(','+','-2«') + »■(■■,' + i-,'+«')-(r,y, + 'i')-o. 

Einer Schsar paralleler Parabelsehnen entspricht eine 
Sohaar ahnlicher Kegelschnitte. Der Tangente an die 
Parabel entspricht ein Kegelschnitt, der die Kurve in 
den i Punkten des entsprechenden Systems berührt, 
die Tangente an jenen Kegelschnitt in einem dieser 
Paukte ist zugleich Tangente an die Kurve in jenem 
Punkte, und dies giebt ein Mittel, die Gleichung der 
Tangente fast ohne Rechnung abzuleiten. 

Es sei P{(sp|yp) der Punkt der Kurve, P'{(x'p, 
ly'pi) der entsprechende der Parabel, die Gleichung 
der Tangente an die Parabel in P' Ist '^^ 
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y'y'pi = «'(x'4-T'pi), also die des Kc^elaehnitts, 
der die Gassini'sche Eorve in E berührt: 

8) .•(r;-.") + y'(r; + a') = a'(j;_y;) + d' 

= 4" « + ■>")■ 

(Man braucht nur in 7) r, und r, = rp zu Bstisen.) 

Die Gleichung der Tangente an diesem Kegel- 
schnitt im Punkte F ist: 

9)xsp(r;-a')+yypCrJ+a')=a'(xJ-yp')+d'. 

Dies ist also die Oleichnu^ der Tan^nte fflr alle 
Lemnlscaten. 

Der Bichtungafaktor t = tg a ist = = — 

y yp 

rp + a* ■ 

Da Xp ■ yp ^ '"^^ V ^^^y ^ führt man lieber den 
Bichtnngsfaktor •' = der Normale ein, und er- 
hält, wenn der Winkel, den die Kormale mit +X 
bildet, o' genannt wird: 

10) ^^'-^, oder 10») ''!-'(;;+y> 4. 
-' tgy r'— ft' ' Bin{«'— y) »' 

Auf beide Formeln lägst eich eine einfache geo- 
metrische Konstruktion der Tangente in F gründen 
(Fig. 39). 

M ist der Mittelpunkt, P der Kurvenpunkt, NF 
die Normale, FT die Tangente, FQ die Ordinate yp 
oder j, MQ die Abscisse x, NQ die Subnormale, QT 
die Subtangente b, PNT ist a', FMN iat f. Man 
mache QN' = QN, so dass also auch PN = PN', dann 
<(iebt der Sinussatz ans dem Dreieck M P N i 
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Da aber MN' + MN = i+ 



'- und aaa MPK 

sin (o' — 91) M N 
NQ+x — NQ=2x, 80 hat man nur nötig, MQ zu 
verdoppeln bis M' nnd MM' in N so zu teilen, dan 
MN:NM' = s>:r' ist, bo ist NF die Normale nnd 
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PT die Tangente. Diese Konstrobtion tat ebenso all- 
gemein wie die 8tein«r'sche, welche anf geometrischen 
Betrachtungen hemht. — Man kann anch die Snbnor- 
male NQ benutzen, ebenso wie die Snbtangente. Es ist 

I .■ + «■• 



fuhrt man den Hilfswinkel & ein durch 
9, woraus die Konstruk- 



te» = -, 80 ist NQ = sc 
tion sich leicht ergiebt. 

Schlägt man über MT einen Halbkreis, der FQ 
in 8 triflft, BO ist 8Q' = MQ.QT, aber y'=NQ.QT, 
somit 

Ml = £!r^oder -^ 

y* r'+a* ° "" y 



H'^ 
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§ 41. Die schlichte Lemnlscate. 

Der Name LemnlBcate stammt ans dem Griechischen 
und bedeutet ^Schleifenlinie", er passt daher nnr 
für die Knrve o^^a, und ist von dieser auf die andern 
Cassini'acheaKnrTeii übertragen; für sie iat d^O, and 
es veieinfacht sich besonders die Polargleiobung 2, 
welche übergeht in r'(r' — Sa'coaS^) — 0. Dieae 
Gleichung stellt eigentlich den Funkt r=0, d. h. also 
M doppelt dar, und ausserdem die Kurve r* — 2a*cos 
2* = 0. Da aber für *^45'' bezw. 135*r auch =0 
ist, so geht diese Kurve durch den Pnnkt M ohnehin 
doppelt, und wir haben als Folargleiohung der 
Lemnisoate 

11) r' — 2a'cos2*=0. 

Die Gleichung zeigt sofort, dass, wenn & von 
bis 45 geht, r' und damit r abnimmt von 2a' bezw. 
a)^blB 0, für 9 = B0 ist r = a, also iat der höchste 
Abstand von der Hauptaxe F F, gleich -„- a, das zu- 
gehörige X ist die Höhe des gleichseitigen Dreiecks 
(Fig. 40), von ö = 45 bis 135 iat r* negativ, also 
schneidet der Leitstrahl r die Kurve in diesem Inter- 
vall nicht (sichtbar), von 135 bis 235 (d. h. von 180 — 45 
bis 180 + 45) wächst r von bis a)'2 und nimmt 
wieder ab bis 0, von 180+45 bis 270+45 ist r* 
negativ, von 270+45 bis 360 wachst r von bis aV^ 
Der Punkt M ist Doppelpunkt, denn jede Gerade 
durch M, deren Folargleicbnng 9=^a für den oberen 
Strahl, und *^180 + « für den unteren ist, schneidet 
die Kurve ausser in M in zwei reellen (oder imaginlren) 
entgegengesetzten Punkten. Für die Geraden /* = 45 — 
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(45 + 180)— und 5 = 135 bezw. (13B + 180) fallen 
olle 4 Schnittpunkte in M zaBammen, und da M zu 
beiden Aeaten der Kurve gehört, so hat jede von ihnen 
mit dem betreffenden Aat drei Punkte gemeinsam, 
diese Geraden 5=45 and 5=135, sind daher 
Wendetangenten (Fig. 40). 




Die verwandte Parabel hat ihren Scheitel in'M 
der berührende Kegelschnitt ist Ellipse, so lange r > a 
d. h. von 5 = bis 5 = 30 und Hyperbel von 5=30 
bis 5=45) für r^a artet dieselbe aus in dos Doppel- 
tangentenpaar 4y' — a' = 0. Die Gleichung derTangente 



:p(rp 



"') + yjp(V+a')-2-'-p^ = «*C: 



12) 3 

-yp')- 

Die Gleichungen 10) und 10*) enthalten c nicht, 
.bleiben also bestehen, du aber r' = 2a'cos25, so geht 
10») über in sin (o'+5) = 2Bin(a' — 5)coa25 = sin 
{«'+5) + Hin(a' — 35), d. h. aber «in (a' — 3 5) = und 
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daraus folgt der merkwürdige Satz «' = 3*, d. h. in 
Worten ; 

Die Normale Bdilieset mit dem Leitstrahl 
nach dem Berllhrungapankt die doppelte 
Amplitude ein. 

Der Satz gilt seiDem Wortlaut nach eigentlich nur 
für den 1. Lemuiaoatenqnadranten, man siebt an der 
Figur sofort, wie er ia den andern Quadranten ab- 
zuandem. Aus ihm folgt sofort eine sehr einfochs 
Konstruktion der Normale and damit der Tangente. 

Wählt man die beiden Wendetangenten ala Axen, 
d. h. also, dreht mau das Azenkreuz um 45" im Sinne 
des Uhrzeigers, so bleiht r ung^udert und wenn die 
rechte untere Wende tangente zur Polaraxe gemacht 
wird, Bo ist &=&' — 45 und die Qleichung der Lem- 
niacate wird 

13) r»=2a'sin2*'j 
gleichzeitig iat x = r cos (*' — 45) = {y' + x*) l/-n- ^"^ 

y = r»in(d'-45) = (y'-x')]/4- 

(Die Benützung der Folarkoordinateu ist ein sehr 
einfachee Mittel, die Koordinatentransformationsformeln 
ans § 14 herzuleiten.) Die Gerade, welche in B auf 
M F senkrecht steht, schneidet (Fig. 41) die neuen 
Koordinatentangenten in A nnd G und es ist MA=^ 

= ^-^undMC = f = — ^, somit Dreieck MAC, 
weil gleich -o-g^ = o.;„A..„ ,-:^;^,-m = Ü^'- 



§ 41. Die schlichte Lemniscate. 



187 



H) MAC = 2a': Die Senkrechte auf den 
Leitstrahl im LemoiBoateDpankt sohoeidet 
von den Wendetangenteu ein Dreieck vom 
konatanten Inhalt 2a* ab. 




Flg. «. 



Diese Senkrechte umhüllt, heisst diea, 
eine gleichseitige Hyperbel, von der die 
Wendetangenten die Asymptoten sind und 
deren Axen mit denen der Lemniscate zu- 
aammenfallen und die Länge a/ä der Hanpt- 
axo haben, oder (Fig. 42): 

Fällt man vom Centrum einer gleich- 
seitigen Hyperbel auf die Tangenten die 
Lothe, BO ist der Ort der Fusspunkte, die 
Fnsspnnktenknrve, die Lemniscate mit der- 
selben Hauptaxe. ^^ 
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Die Brennpunkte der LemniBcate liegen dort^ wo 
die Leitlinien der Hyperbel die Hauptaxe schneiden. 

Da die Hyperbeltangente in der Mitte von AC, 
im Funkte Q, ihre Kurve berührt, und Dreieck QMC, 



Flg. 13. 
bezw. QMA gleiobscbenklicb, so werden F and Q 
durch die Hsuptaxen harmoniacb getrennt, nnd man 
kann auch sagen: 

„Die Lemniacate ist der Ort der Fnukte 
„der Tangenten der gleichseitigen Hyperbel, 
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„welobe dnroh die Axen harmoniich vom 
„BertilirangBpankt getrennt werden. 

Da, wenn man MQ, den Badme yeotor der gleich- 
seitigen Hyperbel mit p bezeichnet, ^r = Dreieck 
AMC = 2a' ist, ao steht die Lemniscate zu derselben 
Hyperbel in noch engerer Beziehung. Da MQ nnd 
MP aymmefriBoh zur Hauptaxe liegen, welche sowohl 
fär die Hyperbel als die Lemniscate eine Symmetrieaxe 
ist, 30 liegt, wenn wir auf MF die Strecke MQ' gleich 
MQ abschneiden (Fig. 41) Q' auf der Hyperbel nnd 
ebenso' der Qegenpunkt F' von F auf MQ wiedei^ auf 
der Lemniscate, also, wenn man von M aus auf jedem 
BadiuB veotor MQ' der Hyperbel die MQ' nmgekehrt 

2a' 
proportionelie oder inTerae Strecke ^ = MP ah- 

achneidet, so ist der Ort aller Punkte P die Lemnis- 
cate, und wir haben den Hauptsatz: 

Die Lemniscate ist die Inverse Knrre der fleich- 
selUgen Hyperbel. 

Diese Beziehung gestattet in einfachster Weise, 
Tgl. § 36, die Eigenschaften der gleichseitigen Hyperbel 
auf die Lemniscaten zu übertragen. 

Quadratur der Lemniscate. 

Da r von ^^0 bis ^^45° fortwährend abnimmt, 
ao liegt im ersten Qoadranten jeder Sektor Zwischen 
den beiden gleichsc henkeligen Dreiecken, welche den~ 
selben Winkel bei M haben und deren Schenkel der 
grössere oder der kleinere Badius ist. Denkt man sich 
den Winkel, den der Yektor MF nach einem beliebigen 
LemuiBoat«upunkt M im ersten Quadranten mit der 
Axe bildet, in n gleiche Teile geteilt und n übe^Jedes. 
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Mass gross, Bo füllt der Inhalt des SektorB zwischen 
dem Vektor P nnd der Axe mit der Summe der gleich* 
Bcheokeligen Dreiecke znaammen, und tnaa erhält gans 
wie für die üiBso'ide 8. 171. 

15) Sy = -2-a*Bin2,. = a'xy:rV 

In "Worten; 

Der Lemniacatensector, ron der Axe an 
gerechnet, ist gleich dem gleiohacbenkeligen 
Dreieck, dessen Schenkel a und dessen 
"Winkel an der Spitze gleich der doppelten 
Asymptote ist. DasFeldderLemniscateist 
gleich dem Quadrat ihrer halben grossen Axe. 
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Die Spirale des Archtmedes, 

§ 42. Die Spiralen. 

Transformiert man die Gleichung algebraischer 
ICurren aus Farallelkoordinaten in Polarkoordinaten, 
ao enthält die so umgeformte Gleichung wegen der 
Beziehungen des § 2, nur die trigonometrischen Funk- 
tionen des Eich tun gs winkeis , bezw. der Amplitude 
(Anomalie), nnd es genügt wegen der Perodicitfit dieser 
Funktionen, die Amplitude von bis '2it, zn nehmen. 
Anders liegt die Sache bei transcendenten Kurven, 
unter diesen sind Klassen denkbar, bei welcher in der 
Folargleichnng der Kurve B selbst vorkommt mit oder 
ohne trigonometrische Fnnktionen von B, dann erh^t 
der Badins r für 0, e+2jr, e+4» «tc, im Allge- 
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meinen verschiedene Werte , nnd die Knrre umzieht 
den Pol (Aafangapnnkt) in unzählig vielen 'Windungen. 
Diese Kurven heiasen Spiralen — auch Scbnecken- 
(hau8)IiDien — unter ihnen hat die einfachste Gleichung 
die Spirale des Arohimedes. Diese Kurve wird 
von einem Punkt F beschrieben, der sieb vom Pole 
aus auf einem Strahl gleichförmig vorwärts bewegt, 
wilbrend der Strahl selbst sich gleiahförralg um den 
Pol dreht. Nennt man die Strecke (Fig. 43) 0C„ 
welche P w&hrend einer vollen UmdrehuDg des Strahles 
OP auf dem Strahle durchläuft, den Hauptvektor, c, 
so verhalt sich OP oder r, wenn der Strahl sich um 
den Bogen 8 gedreht bat, zu c, wie d zu 3n und 
wird c:2n mit a bezeichnet, so ist die Gleichung 
der Kurve in Folarkoordinaten 

1) r = ae. 

Da äff, das Yerhaltnia der Kreisperipherie zum 
Radius, nur annähernd berechnet werden kann, so 
sind c und a inkommensurabel, d. h. eine Strecke lässt 
sieb aus der andern nur annähernd konstmieren, doch 
hindert nichts a, d, i, der Radius des Kreises, dessen 
Umfang c ist, als Längeneinheit zu wählen und r : a, 
d. L die Maaszahl des Radius OP, ab Vektor einzu- 
führen und mit ^ zu bezeichnen, wodurch 1) übergebt in 

1') e=e, 

wo nun p und 9 beides Zahlen sind. 

Oiebt man dem Ö zuerst nur positive "Werte, zu- 
erst von bis 2ir, dann von 2it bis in etc. und be- 
eeichnet mit Archimedes das Stuck der Kurve zwischen 
9 = (k — 1) 2ff und S = k . 2 n, das also einer einmaligen 
ganzen Umdrehung des erzeugenden Strahls entspricht. 
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als Spirale k , Ordnong od«r beseer k WindaDg und 
beseichoet die Fläche zwiscben zwei aofeiDanderfoIgeDden 
Windungen als Spiral-Intervall, so folgt ans 1), bezw, 
1^) sofort, dass die Scbnittpnukte jedes Vektoren strahls 
mit der Kurve immer um 3» voneinander entfernt 
■ind. oder knrz: 
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Die Breite jedes iDtervalls ist gleich 
dem Umfang des Einbeitskreises, bezw. 
gleicb dem Hauptvektor, 

Man siebt sofort, dass die erste Windang ganz 
umschloBsen wird vom Kreis, deasen Badina der Haupt- 
veotor, die zweite vom Kreis, deren Badius 2c und so 
fort. Zieht man in derselben Windung zwei Vektoren 
und teilt den Winkel zwischen ihnen in n gliche Teile 
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naä n«siit die zagehörigen Yektoren rr, r, , . . r*, so ist 

InebeeonderB ist der 7ektor, der den Winkel zwiaohen 
«wei Vektoren r and r* derselben Windnug halbiert, 
gl^oh dem aritbmetiachen Mittel &ai beiden. Ist BpezieU 

kc 
r=0,r' = c = 2jr, Bo ist rii = — . 

Diese Bemerkongen geben ein Mittel, am, wenn 
der HanptrektoT gegeben, beliebig viele Knrvenpnnkte 
sa konstmieren. Man t«ilt den Einb«itakreis in n 
gleiche Teile (hier 21), teilt dann den Haaptrektor in 
Q gleiohe Teile, zieht vom Pole aua nach den T^- 
pankten des Kreises die Strahlen und trägt ftuf ihnen 

1 2 

yom Pole aas der Beibe nach — o, — o etc. ab, so ge- 
hören die so erhaltenen Fnnkta zur Spirale; dabei giebt 
— den Paukt C, and man erhält, wenn man dami 

o etc. wieder abträgt, oder was dasselbe auf 

jedem Strahl von dem erhaltenen Pankte der ersten 
Windung ans die Strecke c einmal, zweimal eto. ab- 
ti^gt die entsprechenden Funkte der 2.^ 3. eto. Windung. 
Durch fortgesetztes Halbieren der Winkel zwischen 2 
aufeinander folgenden £«dien und Abtragen des arith- 
metrisohen Mittele der entsprechenden Vektoren auf dea 
Halbierungslinien kann man die Punkte verdichten. — 
Oiebt man 9 negative Werte, so wird auch r negativ, 
dies iat dahin zu interpretieren, daas die zugehSrige 
Strecke anf der YerlSngerang des za d — — i gehörigen 
Simon, Analytische Geometrie der Ebene. 13 
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Yaktora ttber dsD Pol hiaana abgesclinitteii wird, man 
erhält also dieaelbe Spirale, die zu positiven Werten 
der e gehört, nur am die auf OC in errichtete 
Senkrechte als Axe hemmgekUppt. (LinksgewnudeD.) 

§ 43. Tangente, Normitle, Snbtangente, Snlinonnale. 

Zur BestimmaDg der Tangente bedient man eich 
ganz allgemein hei Spiralen und überhaupt bei aaf 
Polarkoordinaten bezogenen Kurven der ßoberval- 
Torrioeüi'achen Methode, welohe auf den Principien der 
Mechanik, speziell auf dem Parallelogramm der Ge- 
achwiadigkeiten beruht. "Wenn ein Pankt irgend eine 
Baha (Kutts) durchlauft, so hat er in jedem bestimmten 
Augenblick eine Bewegung ia bestimmter Richtung, 
welche die E,eBnltierende der einzelnen Bewegungen 
darstellt; dieae Kicbtnng ist die Tangente an die Bahn- 
kurve, welche nach dieser AnfTasaung die Gerade ist, 
walche in dem betreffenden Funkt für eine verschwindend 
kleine Strecke mit der Kurve znaammenfällt und die 
. Richtung der Kurve an dieser Stelle darstellt. 

Man kann nun eine in Folarkoordinaten dargestellte 
Kurve dadurch erzengt denken, dass der Strahl OP 
«ich um mit einer gewissen im Allgemeinen ver- 
änderlichen Geschwindigkeit dreht und gleichzeitig 
Punkt F sich auf dem Strahl selbst, mit einer gewissen 
-Geschwindigkeit bewegt. In einem hinlänglich kleinen 
Zeitmoment i beschreibt also P einen verschwindend 
kleinen Kreisbogen ^ c, wo « die Zunahme der Ampli- 
tude S bezeichnet und rilckt auf OF um die ver- 
schwindende Strecke ti vorwärts, also bewegt er sieb 
DMh dem Parallelogramm der Bewegung (Fig. 14) von 
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P nach F', und FP' jat ein Pahnelement und zugleich 
ein Element der Tangente. Nennt maa den 'Winkel, 
welchen die Tangente, auf F in der BJchttmg der 
Bewegung zulaufend, mit OP bildet fi, ao ist, da der 
Kreisbogen auf dem Radius senkrecht steht, and also 

P Q P' ein rechtwinkeliges Dreieck : tang [i = — . 




Fig. 4*. 



Errichtet man im Pole auf dem Vektor OP die 
Senkrechte und zugleich im F auf der Tangente die 
Normale und bringt Normale und Tangente in N und 
T zum Schnitt mit dem Loth in 0, so heissen ON 
und OT Folar-Subnormale und Folar-Subtangente, ^u 
nnd Bt nnd man bat: 

9t = r tg ^, 8n == r cot ft. 

Bei der Spirale des Archimedea sind Vektor und 
Gichtungsbogen gleich, also auch ihre Aenderungen « 
und 17, and wir haben für sie 

1; tg^ = p; st=p'; an = Jj o 
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Das giebt die Sätze: 

Die Tangente an die Spirale in irgend 
einem Fnnkte macht stets mit dem znge- 
bSrigen Tektop in dem tot den Berübrnngs- 
pnnkt liegenden Teil der Knrve einen spitzen 
Winkel, dessen trigonometrische Tangeute 
gleich der Masszahl des Vektors ist. 

2) Die Snbtangentehat, dnrch den Radius 
des Einbeitskreises gemessen, das Quadrat 
der Masszahl des Vektors zur Masszahl. 

3) Die Snbnormale ist konstant und 
gleich dem Badius des Einbeitskreises. 

Die letztere Eigenschaft weist sofort auf die 
Parabel bin und durch Ausnfitzang dieser Beziehung 
hat insbesondere Pascal tiefliegende Eigenschaften der 
Spirale Terbul tnismassig einfach abgeleitet. 

Die Konstruktion der Taugente ist infolge vom 
Satz 3 völlig elementar, sobald der Radius des Ein- 
beitskreiees als gegeben angesehen vird. Das ist in- 
dessen, wenn der Hauptvektor gegeben ist, die Kurve 
punktweise konstruiert ist, nur annähernd der Fall. 
Da die Tangente mit der Kure nach ihrer Erzeugung 
nur eine verschwindead kleine Strecke gemeinsam hat 
Bo kann zwischen ihr und der Kurve keine andere 
Gerade hindarch gehen; der Kreis mit P schliesst, da 
die Vektoren fortwährend wachsen, den dem Punkt P 
vorangehenden Teil der Kurve ein und wird von dem 
auf F folgenden Teil umBchloasen, die Kurve kann also 
keine Wendetangente haben und es kann die 
Tangente in P die "Windung, zu der P ge- 
hört, nur in P berühren. Diese Eigenschaft der 
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Tangente ist vom Ärcfaimedes ihrer Definition zu Grunde 
gele^ Die Anffindong der Spirale steht Termiitlich 
in Zusammenhang mit dem Problem der Kreis- bezw. 
Winkelteilung, denn wenn auf mechanischem Wege die 
Spirale gegeben ist, so kann, da die Vektoren sich wie 
die zugehörigen Richtnngsbogen Terhalten, die Kurve 
umgekehrt benutzt werden, den Bogen in vorge- 
schriebenem Verhältnis zu teilen, 

§ 44. Quadratur der Spirale. 
Die von einer Spirale beliebig hoher Windung 
nmsohloBBone Flache ISest sich auf ähnliche Webe, wie 
bei der Hyperbel berechnen. Seien r und r* »wei 
Vektoren der k . Windung, B und B' die zugehörigen 
Amplituden, 9* — 9=r' — r, also das Mass des von 
den Strahlen OP und OP' eingesobloBsenen Winkels. 
Denkt man diesen Winkel in n gleiche Teile geteilt 
und die zugehörigen Vektoren der Kurve, so ist r^^r 

k k 

H (r* — r), oder rk==r-|-^d: Macht man n über 

jedes Mass gross, so kann mau den Spiralvektor St zwi- 
schen r^ und rt^i, als Vektor des Kreises mit dem Badins 

1 d 
Tk ansehen, und es ist 8k — -x- rt' — und der ganze 
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£s ist, wie aus der Berechnung der elementaren 
oo t 1 <» k' 1 
Körper und Flächen bekannt 2-^ = —, .2— j=— also: 
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S— l-d(r-+ra + ^)i8— i(r'-p)[r' + r(r'-r) 

+ ^— "]=!(''-')('•+"'+''■)- 1 ('■■- '■)• 

Also: 

3) 8 = ^(r'-r){r'+rr'+r'*)=-^(r"-r'). 

Der Spiralsektor Bwisohen 2 Vektoren 
derselben Windang und dem verbindeDdeD 
Spiralbogen ist nur von den Vektoren ab- 
hängig, und gleich V. d^i* Differenz ihrer 
Koben. 

Dabei aind r' und r als Masazablen der Vektoren 
in Bezug auf die Einheit a gedacht, nnd als Flächen- 
maas dient a'. 

Setzt man r=0 nnd t' = 2^ (d. i. also =2)(a 
= 0C,), ao hat man für die FUche der ersten "Windung 

^.=f •"'■•■ 

Wird also c* als Fläohenmass gewählt, so ist F, 
(als Masszabl gedacht) = -5-. Es wird F, = -tj- " . 4"* 
Fj = -^ . it' und allgemein: 

6^) J'n = 5 — —n.in 

für den Inhalt der ganzen von der n-Windang am- 
BohloBsenen Fläche. 

Daa erste Intervall J, =F, — F, = -s- .4»',da8 2. 

12 

Intervall J, =F, — F, = -^» .4»i*, allgemein da8(n— 1). 
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Intervall Fn — Fn-i ^(n — 1)4»', oder J, = 2J,i 
J, = 3J.; J„_i=(n— 1)J,, also: 

Die anfeinanderfolgenden Spirsliater- 
trIIb verhalten Bioh wie die anfeinander- 
folgenden Zahlen der ZahleDreihe. 



XIT. AbBcbnitt. 
1)1« Cycloide oder BadUnle. 

§ 46. Die Bollkniren, KrUmmnii;. . 

Eine Kurve K rollt auf einer festen Korve f, 
wenn die Kurve K die Kurve f beständig berührt und 
dabei ihren Bogen auf der festen Kurve abwickelt, att 
dasB, wenn maji die bewegliche Kurve in zwei Momenten 
t und t' betrachtet, in denen sie f in B und B' be- 
rührt, der Bogen BB' der festen Kurve gleich dem 
Bogen BB' der beweglichen Kurve ist, also gleich dem 
Bogen, den B inzwischen auf der beweglichen Kurve 
(scheinbar) durchlaufen hat. — Die Kurve, welche bei 
dieser Bewegung ein mit dar rollenden fest verbundener 
Punkt besobreibt, heist Rollkurve; meist betrachte 
man die Kurve, welche ein Punkt der beweglichen 
Kurve selbst beschreibt. 

Ist A irgend ein Funkt der Kurve K (oder mit 
ihr fest verbunden) und B der augenblickliche Bertlh- 
rangspunkt von K und f, so ist die Bewegnng dieselbe, 
als drehte sich AB für einen Moment um das Centrum 
B, das im nächsten Moment auf f sich verschiebt, d. h. 
der um B mit BA beschriebene Kreis mass 
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die Rollkurve B des Fnoktes A in A be- 
rühren und AB ist die Normale der Boll- 
kurTe in A. 

Der Kreis am B mit AB hat aber mit B im 
AUgemeinen nur die Eine Tangente in A (Zwei nn- 
endlich nahe Punkte, bezw. Ein Kurrenelement) ge- 
meinsami es läsat sich aber ein Kreis konstruieren, 
der bei A zwei Tangenten oder w, d. i. droi unendlich 
nahe Funkte, A mitgezSblt, mit der Kurve gemeinsam 
hat. Dieser durch 3 Punkte, also völlig, bestimmte 
Kreis heisst: Der Krümmungskreis der Kurve 
in A,'aein Badius Krümmnnga-Badins, sein 
Centrum: Krammunga-Oentrnm, es ist der 
Sohnittpunkt der Normale ia A und einer 
unendlich nahen zweiten Normale. 

Zur Erklärung folgendes: Ein Kreis ist in sich 
yerschiebhar und daher auch überall gleich gekrümmt; 
er weicht von der Geraden um so stärker ab, ist um 
so stärker gekrümmt, je kleiner sein Badius ist, des- 
halb setzte Newton den reoiproken Wert des 
Badius als Mass der Krümmung, zunächst des 
Kreises. Da aber für jede Karve in jedem Punkt A 
sich generahter ein Kreis wie oben beschrieben kon- 
struieren läset, der sich der Knrve in A enger an- 
schmiegt als jeder andere Kreis, weil er mit der Kurve 
in A drei uneudlich benachbarte Punkte gemeinsam 
hat, so setzt man seit Newton die Krümmung der 
Kurve in A des besagten Kreises gleich, und daher 
heisst er Krümmungskreis. 

Es ist klar, dass, wenn die Kurve in A eue 
Wendeiangente hat^ d. h. eine Qerad^ die ^usnahms- 
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weise &n der BerübruDgastelle drei unendlich nahe 
Pnnkte mit der Kurve gemeinaam hat, der Krüiumaags- 
kreia dort den KadioB nnendlich hat, d. h, iit eine Ge- 
rade, die "WendetangeTite, übergebt. Die Kurve, welche 
der Ort aller KrUmmungacentren iat, beisat die Ab- 
gewickelte oder Evolute, denn wenn ein nm sie 
gelegter Faden so abgewickelt wird, daas er ateta ge- 
apannt bleibt (tmd aein Endpunkt in der Anfangslage 
aof der gegebenen Kurve liegt), ao beachreibt aein 
Endpunkt die gegebene Kurve, welche die Abwickelnde 
oder Evolvente heiaat. Die charakteriatische Eigen- 
Bohaft der Evolute ist, da^ ihre Tangente etets Normale 
der Evolvente ist. 

Wir betrachten näher nur die hiatoriach and phy- 
sikalisch merkwördigate Hollkurve, die Bahn, welche 
ein Funkt eines Kreises beachreibt, der anf einer Qe- 
raden rollt (die Kurve, welche ein Hadnagel beschreibt, 
wenn das Bad auf gerader Schiene rollt, ohne zu 
gleiten) und verfolgen die Bahn von einem Augenblick 
an, wo dieser Punkt die G-erade berührt. 

Die Gerade oder Axe aei die X-Axe, +X in der 
Bichtung der Bewegung, der anfängliche Berührungs- 
punkt sei Nullpunkt 0; +Y der auf der Axe in 
senkrechte Durchmesser des rollenden Kreiaes, dessen 
Badins r ist (Eig. 45). Es ist von vornherein klar, 
da« die Bahn aus lauter kongruenten Zügen besteht, 
deren jeder Einzelne einer vollen Umdrehung des Bades 
entspricht, und jeder Zug wieder aus zwei symmetrischen 
Teilen, entsprechend der ersten and zweiten halben Um- 
drehung. "Wo der beschreibende Funkt die Aie be- 
rührt, rnht er einen Aogenblick, und daher entstehen 
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an dieeen Stellen Spitseu. Die Kurve heisat Bad- 
linie oder, seit Qalilei, Gyclolde, doch wird j etat 
dieser Name häufig auf alle durch Bollen von Kreisen 
entstandenen Kurven aoegedehnt. 

§ 46. Die Cjclolde. 
Sei F ein beliebiger Punkt der Bahn, der er- 
zengende Kreia (Fig. 45) berUhre die Aze in B, dann 
ist die „specifiache EigeDsohaft" der Kurve, daea OB 
gleich Kreisbogen P B ist. Mennt man den Massbogen 




Flg. «. 

(Bogen im Einheitflkreis, Argument) dea „"Wälzunga- 
winkela" FMB den Wälzungsbogen (Zeichen p), 
so ist K = OB— BJ=aroPB — PQ=rp — rBinp = r 
(p— Binp) und y=r+MC = r— rcoBp = r(l— cosp). 
Also sind die Gleichungen der Kurve 

1) x = r(p-Binp}; y = r(l-co8p). 

Man kann p zwischen diesen beiden Gleichungen 
eliminieren, da 



aber diese Elimination ist nutzlos, und wir haben hier 
den Fall, wo es dnrchans zweckaAssig ist, heido 
Koordinaten mit Hilfe eines Parameters 
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(vgl. Lemni Beaten) aaszadrQckei), hier iat der Parameter 
der Wälznngsbogeu p. 

Die Oleichaugen lehren, was a priori klar, daas 
X beständig wächst, da p seinen sinns mit zunehmendem 
"Werte immer mehr übertrifft, sowie dsss j eine perio- 
dische Funktion von p ist, nnd darch VermehrUDg 
Ton p nm Vielfache von 2n (volle Umdrehungen) nicht 
geändert wird, und in jedem einzelnen Intervall jeden 
Wert zweimal annimmt (fdr f = 2ktt-\-& nnd p 
= 2k«+[2« — &]), nur der Maximalwert für p 
= 2kp + Ä ist seinem korrespondierenden gleich, und 
gleich 2r. 

Die Parallele zur Axe im Abstände des Durch- 
meaaers berührt die Kurve in allen Höhepunkten, und 
die Kurve liegt ganz in dem von der Aze nnd dieser 
Parallelen begrenzten Streifen, wir wollen sie die 
Gegenaxe nennen. 

Der Mittelpunkt des Kreises beschreibt die Streifen- 
ase, man kann daher auch sagen: Die CyoloYde 
wird erzeugt dadurch, dass ein Punkt F 
lieh gleichförmig auf einem Kreise bewegt, 
während der ganze Kreis sich mit gleicher 
Greschwindigkeit auf einer Tangente ver- 
schiebt. 

Diese Bemerkung liefert B. Sei (Fig. 45) B'F' ß' 
das Bad nach einer halben Umdrehung, und die Bogen 
P'B' nnd PB gleich, so ist PB parallel nnd gleich 
P'B' und PP' der Axe parallel. Zieht man also 
durch P die Parallele zur Axe, welche den Kreis um 
B'ß' in P' trifft und dnroh P zu P'B' die Parallele, 
so trifft sie die Axe in B, dem momentanen Be- 
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riilirniigspankt nnd damit anch dem momentanen 
DrehnagBceotram. Also ist FB die Normale (n) 
und P^ die Tangente, Älao: 

Die Tangente ist die Gerade, velohe 
den Karvenpnnkt mit dem zum Berührangs- 
pnnkt diametralen des erzeugenden Kreises 
verbindet. 

Diese Konstruktion dankt man Desoartes, man 
kann die Tangente aber anch , wie Hoberral , nach 
seiner im vorigen Abschnitt besprocbenen Methode 
konstruieren. Funkt F hat gleichzeitig zwei gleich 
schnelle Bewegungen, die eine in der Richtung PF', 
die andere in der Tangente des Eadea in P, also mnas 
P die Kicbtung einschlagen, welche den Winkel zwischen 
jenen beiden halbiert; dies ist aber nach den elemen- 
tarsten Kreissätzen (SehnentangeDtenwinkelBats) die Ge- 
rade P^. Der Winkel, welchen die Tangente mit der 

Äie bildet, ist also gleich 90 — -j^- w, bazw, -= „"P- 

Man kann dies durch die Beobnung bestätigen. 

Die Eoberval-Toricelli'flche Methode ist von Bar. 
row and Newton zn einer für alle Kurven giltigen aus- 
gebildet worden. 

Das Krümmungscentrum der CjcloTde für F ist der 
Funkt K, in welchem sich die unendlich nahen Normalen 
P B und p b (Fig. 45 nnd 46} schneiden. Diesen sind 
F' B' und p' B parallel. Der verschwindend kleine 
Bogen F p der Radlinie sei <r, der entsprechende 
kleine Bogen des Bades, den P anf dem Bade be- 
schrieben, wenn er nach p gekommen, sei o^. £s i<t 
dann o' = Bb, gleiob F' p'. Nach Definitioii des 
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^rQnunnngBkreisM ist o = F K . d, wo «} das Mass 
des kleinen Winkels P K p ist. F K sei f . Der 
Bogen a vird aber auch dadurch erzeugt, dssa F B 
sich nm B dreht, und zwar ist der Drehangswinkel 
gleich dem Winkel, um den das Rad sich gedreht, also 
gleich der Aenderong des Wälzungswinkels and sein 
Mass gleich S p. Nach Definition des Krümmunga. 
kreiaeg sind die Tangenten in F und p an diese zu- 




Fig. *». 
gleich die Tangenten an die Kadlinie, somit hat der 
Winkel P K p das Mass q>p — «pp = 's- ^ p- Also 
ff = p . -g- i P und ff = P B . d p, also : 

2) p = 2 F B. 

Der Erfinvmnngsradius der Gjclolde ist 
das Doppelte der Normale. 

Bildet man den erzengendes Kreis in dem Augen- 
blick, wo er die Axe in B berührt, von B als innereic 
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Äehnlichkeitspuokt in gleichem Massstab ab (f ig. 46), 
Bo entspricht dem Punkt P der ErilmmnngBmittelpunkt 
£, dem Bogen P^ entspricht der Bogen EG und da 
C C = B B', Bo ist Bogen C K = Strecke C C, d, h. 
also, wie Huygens gefnndeD: 

Die Evolute der CycloTde ist eine ihr 
gleiche Cyclofde. Das die Evolute erzengende 
Bad rollt in entgegengesetzter Bichtnng und ist um 
eine halbe Umdrehung verschoben, 

§ 47. Bectiflcatlon und Quadratur. 

Das Dreieck P E p ist als gleicbsch enkelig za be- 
tracbteu, weil FE und Ep Badien des Erttmmuogs- 
kreiaea, das Dreieck P'E'B', dessen Seiten denen des 
ersten parallel sind, ist ihm ähnlich, also P' B' = E B'. 
Dreieck F' p' E' ist ebenfalls glelobscbenkelig, da F' p' 
Tangente an den Ereia in P' nnd P' ^ den Winkel 
zwischen Tangenten- nnd Äxenrichtung halbiert, somit 
iat p' B' die Gerade, welche die Spitzen zweier gleioh- 
scbenkeligen Dreieck über der Grundlinie P' «' ver- 
bindet, steht also auf F' e' senkrecht nnd halbiert es 
in F'. Die Strecken p' ^ und E' ?' sind als gleich zu 
betrachten, da der unendlich kleine Ereisbogen auf 
seinem Badius senkrecht steht, somit ist die Zunahme 
der Sebne p'p', wenn sie von p'^' in F'jJ' übergeht, 
halb 80 gross, ah die Zunahme des Eurvenbogens, von 
p ß bis P j3 und da dieser Scbluss für alle folgenden 
Lagen bis zu ß bestehen bleibt, und der Bogen P ß 
die Summe aller seiner Teile ist, so haben wir dea 
Wrea'Bchen Satz: 
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Der Bogen der Cycloide zwischen einem 
Fnnkt P und dem zagehörigeu Höhenpunkt 
der Kurve iat doppelt sp gross, als die za- 
gebörige Sehne des erzeagenden Kreiaes, 
d. h. also doppelt so groaa, als die Kurven- 
tangente zwischen Berührangspunkt und 
Qegenaxe. 

Ein ganzer Zug der C;cIoide ist das 
Vierfache des Durchmessers des Bades, 

Noch einfacher gestaltet sich die Qoadratnr. 

Der blosse Anblick der Figur 45 zeigt, dsss Trapez 
PpsS = TrapezPpqQ ist. (Dreieck FSß = P^ß, 
tsß=p<ißf als Hälften des Kechtecks, Gleiches von 
Gleichem giebt Gleiches.) Trapez PpqQ ist aber aar 
das parallel verschobene F' p' q' Q', somit ist der 
Flächenraum ausserhalb, begrenzt vom 
Kurvenbogen F,3.den Strecken FS aod 8ß 
gleich dem halben vom Bad durch die zu F 
gehörige Radsebne abgeschnittenen Segment. 

Der ganze AuHsenranm ist gleich der 
Kreisfläche. 

Das Bechteck zwischen Äze und Gegenaxe und 
den Tangenten in den Endpunkten des Zuges ist: 
2r.2r;r, d. i. 4r'ff, der Aussenraura ist r'n, also: 

Die Fläche (Eines Zuges) der Badlinie 
zwischen Kurve und Axe ist das Dreifache 
des erzeugenden Kreises. 
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